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Аннотация. Экономика субъектов Российской Федерации, представляющих собой 
социо-эколого-экономические системы, характеризуется быстро меняющимися 
условиями, влияющими на их функционирование. Следовательно, при моделирова-
нии недостаточно традиционных подходов на основе долгосрочных трендов и по-
строения соответствующих моделей и требуется их развитие, в том числе за счет 
сочетания с другими подходами, учитывающими изменчивость условий. Кроме 
того, информационные базы из открытых источников обладают неопределенно-
стью (в разных источниках для одного показателя могут быть отличные значения). 
Некоторые показатели постоянно корректируются: вносятся изменения в значе-
ния для предыдущих периодов. Периодов оценки недостаточно для методоло-
гически обоснованного, с точки зрения математической статистики, построения 
моделей. Результаты функционирования зависят от влияющих факторов так же, 
как и результаты измерений. Обозначенные проблемы приводят к необходимо-
сти прибегать к вероятностным оценкам и учитывать неполноту и нечеткость дан-
ных, а также получать выборки достаточного объема из данных малой мощности. 
Целью исследования является моделирование связей между объемами валового 
внутреннего продукта и факторами, характеризующими функционирование эко-
номической подсистемы регионов, в условиях неопределенности и ограниченно-
сти данных в заданный период времени. Рабочая гипотеза исследования: возмож-
ность методологически обоснованного построения эконометрических моделей 
по данным для отдельного субъекта Российской Федерации в определенный пе-
риод времени. В основу исследования легли методы эконометрического модели-
рования и методология байесовских интеллектуальных измерений, а также мето-
дика формирования достаточного объема данных по малым выборкам. На примере 
Тульской области по данным за 2022 г. были построены степенные мультиплика-
тивные модели для объема ВРП (14 разделов по ОКВЭД), что позволило провести 
апробацию представленной методологии, базирующейся на сочетании экономе-
трического и байесовского подходов к моделированию функционирования слож-
ных систем, с выводами теоретической и практической направленности на устой-
чивое развитие региона.

Ключевые слова: валовой региональный продукт; производственная функция; 
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1.  Введение
Рассматривая экономику субъектов 

Российской Федерации, представляю-
щих собой социо-эколого-экономические 
системы (СЭЭС), исследователи оцени-
вают их функционирование посредством 
макроэкономических показателей, а эко-
номическую подсистему — объемом ва-
лового регионального продукта (ВРП) 
с  детализацией по  отдельным видам 
экономической деятельности (ОКВЭД). 
Зависимость между объемом ВРП и ос-
новными факторами производства тра-
диционно моделируется посредством 
производственных функций (ПФ), ча-
ще всего нелинейных функциональных 
форм. Каждый из  субъектов развива-
ется по собственной траектории, при-
чем в каждый период времени условия 
функционирования (факторы) отличны 
от других временных интервалов, в кото-
рых проводились измерения, что подра-
зумевает и изменение параметров моде-
лей — коэффициентов чувствительности, 
учитывающих характер влияния таких 
факторов на результаты деятельности 
СЭЭС. Тогда при построении модели 
возникают дополнительно две пробле-
мы: 1) ограниченность выборки; 2) нео-
пределенность данных, связанная в том 
числе с их достоверностью.

В этом аспекте представляется ак-
туальным для конструирования моде-
лей использовать традиционные методы 
построения эконометрических моделей 
в сочетании с методологией байесовских 
интеллектуальных измерений (БИИ), хо-
рошо работающей в условиях неопреде-
ленности, и методикой формирования 
совокупности данных достаточного объ-
ема, сгенерированной по малой выборке 
с известным типом распределения.

Исследовательский вопрос: воз-
можно ли методологически обоснова-
но построить модели связи между ВРП 
по ОКВЭД и влияющими факторами 
по малым выборкам посредством инте-

грации эконометрического моделирова-
ния и методологии байесовских интел-
лектуальных измерений?

Цель исследования — моделиро-
вание связей между объемами валово-
го внутреннего продукта и факторами, 
характеризующими функционирование 
экономической подсистемы регионов, 
в условиях неопределенности и огра-
ниченности данных в заданный пери-
од времени.

Объект исследования — эконо-
мическая подсистема социо-эколого-
экономической системы с однотипными 
результативными признаками (Тульская 
область).

Предмет исследования — особенно-
сти построения моделей в условиях не-
полноты и нечеткости данных.

Рабочая гипотеза исследования — 
возможность методологически обосно-
ванного построения эконометрических 
моделей по данным для отдельного субъ-
екта Российской Федерации в опреде-
ленный период времени.

Структура статьи включает введе-
ние, степень проработанности пробле-
мы, раздел методологии и информаци-
онной базы исследования, результаты 
исследования, обсуждение результатов 
и заключение.

2.  Степень проработанности 
проблемы

Моделируя экономику регионов, 
представляющую собой экономическую 
подсистему СЭЭС, обычно строят эко-
нометрические модели, отображающие 
связь между результатами функциони-
рования элементов СЭЭС и условиями 
(факторами) их деятельности. Элементы 
СЭЭС — совокупность хозяйствующих 
субъектов на территории региона (рези-
денты), функционирующих в соответ-
ствии с СНС.

Модели позволяют изучать пове-
дение элементов, подсистем и системы 
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в целом в зависимости от изменяющих-
ся условий, проводить оценку и анализ 
с целью разработки управленческих ре-
шений, направленных на обеспечение 
сбалансированного и устойчивого функ-
ционирования и развития СЭЭС.

Значения результативных признаков 
СЭЭС дают возможность проводить их 
сравнительную оценку с ожидаемыми 
(плановыми, нормативными) значени-
ями, установленными органами управ-
ления либо вычисленными по  специ-
альным методикам, в  том числе при 
построении соответствующих моделей.

Функционирование сложных си-
стем, какими являются СЭЭС, сопря-
жено с  неопределенностью внешних 
условий, а  также воздействием фак-
торов, которые неидентифицируемы 
и не могут быть явно включены модель. 
Поэтому при изучении СЭЭС, в  том 
числе в экономических исследованиях, 
помимо использования традиционных 
эконометрических методов, прибега-
ют к специальным методам, работаю-
щим в условиях нечеткости и неполно-
ты данных.

Akperov & Kurianov [1], используя 
логику Zadeh [2], предложили оцени-
вать региональный экономический по-
тенциал (низкий, средний, высокий) 
посредством достаточности ресурсов 
(недостаточный, достаточный объем 
и избыточный), возможности привле-
чения дополнительных ресурсов (низ-
кая, средняя, высокая) и эффективности 
управления ресурсами (низкая, средняя, 
высокая). Такая оценка осуществляется 
при использовании набора параметров, 
характеризующих экономику региона 
и сводящихся к агрегированным трех-
компонентным лингвистическим фак-
торам с применением элементов нечет-
кой логики и нейронных сетей.

Zolfani et al. [3] применили не-
четкие множества, включающие 
социально-экономические показатели, 

для оценки потенциала стран Южной 
и Восточной Европы и их взаимодей-
ствия. Результатом исследования стало 
обоснование эффективности предложен-
ной модели и факт наличия соперниче-
ства между соответствующими регио-
нами.

Huang et al. [4] предложили модель 
прогнозирования 3 продуктового про-
мышленного сектора китайской эконо-
мики посредством формирования нечет-
ких временных рядов первого порядка, 
что позволило осуществить оценку бу-
дущих значений переменных в услови-
ях нечеткости данных. Результаты пока-
зали, что многомерная нечеткая модель 
обладает большей точностью по сравне-
нию с традиционными ARIMA моделя-
ми и моделью, построенной на основе 
нейронной сети обратного распростра-
нения (BPNN). Такой подход в какой‑то 
мере коррелирует с эконометрическим 
моделированием, однако переход от не-
четких к классическим моделям пара-
метрической формы не был исследован.

Ouifak & Idri [5] на основании глу-
бокого анализа 48 исследований, по-
священных методам моделирования 
на нейросетевых системах различного 
типа, доказали, что модели, построенные 
на базе нейро-нечетких ансамблей, под-
даются лучшей интерпретации по срав-
нению с остальными системами. Это 
еще раз доказывает необходимость со-
четания эконометрических и нечетких 
подходов, в том числе байесовских ин-
теллектуальных технологий при изуче-
нии сложных систем, какими являются 
социо-эколого-экономические системы.

Huning & Wahl [6] применили нечет-
кую пространственную регрессию сте-
пенной мультипликативной формы для 
оценки экономики Западной Германии, 
что позволило им сделать обоснован-
ный вывод о  влиянии исторического 
развития территорий, их экономиче-
ской специализации и традиций на по-
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вышение доходов, плотность населения 
и уровень индустриализации в соответ-
ствующих регионах. Данные были взяты, 
начиная с XIX по XXI век. Однако ес-
ли применить такой подход для России, 
то очевидно, что обоснованные выво-
ды сделать будет трудно, в силу ограни-
ченности данных. Это приводит к необ-
ходимости искусственно формировать 
выборку достаточной для обоснованно-
сти применения эконометрических мо-
делей мощности.

Kutty et al. [7] в виду множествен-
ности факторов, влияющих на устойчи-
вое развитие «умных» городов Европы, 
успешно использовали методы нечеткой 
оценки для их рейтингования по набо-
ру индексов.

Ruben et al. [8] на основе построе-
ния модели структурных взаимосвязей 
с нечеткими входными данными выяви-
ли барьеры внедрения технологий ин-
дустрии 4.0.

Особое место в экономических ис-
следованиях занимает байесовский под-
ход, позволяющий нечеткость интерпре-
тировать вероятностными оценками.

Ziesmer et al. [9] удалось скомби-
нировать байесовский подход и CGE-
модель для оценки устойчивого развития 
экономики. В качестве основных пара-
метрических моделей авторы рассмотре-
ли полиномиальные и линейные формы, 
встречавшиеся в работах Forrester et al. 
[10] и Myers [11].

Iacopini et al. [12] на основе одно-
мерной байесовской квантильной ре-
грессии осуществили прогноз условных 
значений ВВП США, которые строго 
связаны с количественной оценкой сто-
имости, подверженной риску ожидаемо-
го дефицита и разницы между процен-
тилями прогнозов реального ВВП, в том 
числе на недостающих низкочастотных 
данных, восстановленных по данным 
более высокой частоты в предположе-
нии о нормальности их распределений. 

Иными словами, в этой ситуации байе-
совский подход был применен в услови-
ях неполноты датасетов, что характерно 
и для российских данных, имеющихся 
в открытых источниках.

D’Andrea [13] для сглаживания нео-
пределенности во влияющих на экономи-
ческий рост факторах применила усред-
нение по байесовской модели, показав, 
что для данной выборки (по 19 европей-
ским странам) модель является лучшим 
статистическим инструментом для оцен-
ки переменных, включаемых в регрессию 
роста. В исследовании применялось как 
эконометрическое моделирование (линей-
ная регрессия), так и байесовский под-
ход с оценкой вероятностей (апостериор-
ных и априорных вероятностей) моделей 
из выбранного набора на базе метода 
Монте-Карло. Авторами выборка гене-
рировалась на основании гипотез с задан-
ными параметрами распределения фак-
торов (в данном случае нормальными). 
Однако исходные, фактические данные 
не «размывались» и не были представ-
лены в виде нечеткого числа, идентифи-
цирующего неопределенность имеющей-
ся информации.

Duan et al. [14] использовали байе-
совский стохастический поиск и метод 
Монте-Карло, примененный D’Andrea, 
для исследования влияния набора 
социально-экономических факторов при 
анализе цен на жилье в Китае. В каче-
стве типа распределения было выбрано 
распределение Бернулли.

Canoz & Kalkavan [15] провели ана-
логичное исследование для рынка жи-
лья Стамбула.

Salles et al. [16] применили байесов-
ский подход для определения плотности 
вероятностей исходных данных с целью 
анализа экономического развития лесной 
промышленности в Бразилии.

Debnath et al. [17] ориентировались 
на аналогичную [3] трехкомпонентную 
структуру оценки развития мебельной 
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промышленности в Бангладеш на осно-
ве BWM (байесовский метод анализа на-
ихудшего и наилучшего) и концепции 
устойчивого бережливого производства.

Klein et al. [18] использовали бай-
есовский подход при расчете неэффек-
тивности, что позволило авторам скор-
ректировать оценки неэффективности 
функционирования фермерских хозяйств 
в сочетании с моделью стохастической 
границы.

Szafranek et al. [19] на основе бай-
есовской структурной модели VAR 
(BSVAR) смогли описать эволюцию 
восьми ключевых макроэкономических 
переменных с набором нулевых и знако-
вых ограничений. Это дало возможность 
корректно проанализировать внутрен-
ние экономические шоки, в  том чис-
ле связанные со всплеском инфляции 
в Польше. Применение BSVAR позво-
лило избежать излишней параметриза-
ции уравнений за счет использования 
априорного распределения коэффици-
ентов. В исследовании, как и в большин-
стве аналогичных работ, распределение 
предполагалось нормальным.

Mozdzen et al. [20] комбинаци-
ей байесовского моделирования и кла-
стеризации попытались устранить 
проблемы обоснованности примене-
ния теоретической базы и  возможно-
сти использования стандартных вы-
числительных методов при работе 
с пространственно-временными данны-
ми. Как утверждают авторы, их модель 
дает более точные оценки, а дополни-
тельная информация, полученная в ре-
зультате кластеризации, позволяет рас-
ширить экономическую интерпретацию 
уровня безработицы в итальянских про-
винциях.

Elhorst [21] — яркий представитель 
школы пространственной эконометри-
ки — анализирует байесовскую оценку 
при работе с динамической простран-
ственной эконометрической моделью об-

щей вложенности для пространственных 
панелей с общими факторами. То есть 
байесовский подход он использует как 
средство построения эконометрической 
модели и, в отличие от Mozdzen, подсту-
пает с другой стороны к решению про-
блемы неопределенности данных.

Noia et al. [22] расширили класс бай-
есовских моделей скрытых переменных 
за счет учета данных о размере и фор-
ме откликов гауссовского распределения.

Aivazian [23] достаточно полно опи-
сал применение байесовского подхо-
да в эконометрических исследованиях. 
К сожалению, большая часть исследова-
ний, связанная с развитием байесовско-
го подхода и нечеткого моделирования, 
относится к техническим и информаци-
онным системам, в том числе включая 
использование искусственного интел-
лекта, что отражено, например, в  ра-
ботах Potapenko et al. [24] и Averkin & 
Yarushev [25].

Бормотов и др. [26] использовали 
методологию байесовских интеллекту-
альных измерений (далее — БИИ) для 
оценки ценностного мира российской 
молодежи, продемонстрировав возмож-
ность применения БИИ для систем раз-
личного типа на основе развиваемой 
Прокопчиной методологии байесовских 
интеллектуальных технологий (далее — 
БИТ) в рамках регуляризирующего бай-
есовского подхода (далее — РБП) [27] 
и методики определения типа распреде-
ления по малым выборкам [28].

При описании сложных систем ис-
следователи часто сталкиваются с про-
блемой выбора функциональных форм 
моделей.

Zhong et al. [29] применили линей-
ные модели для формирования инте-
гральных индикаторов, сформированных 
на основе влияющих факторов посред-
ством унифицированного преобразова-
ния, использованного как один из этапов 
формирования системы универсальных 
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индикаторов оценки функционирова-
ния социо-эколого-экономических си-
стем в работе Zhukov et al. [30].

Andrews et al. [31] использовали 
инструментальные переменные для по-
строения регрессионных моделей.

Одним из базовых показателей оцен-
ки экономики субъектов Российской 
Федерации является объем валового реги-
онального продукта, в том числе оценива-
емого по видам экономической деятель-
ности. Его можно описать с помощью 
модели, имеющей вид степенной мульти-
пликативной функции, аналогичной фор-
ме Кобба — Дугласа, как это представле-
но в работе Макарова и др. [32].

Жуков и др. [33] показали, что в слу-
чае статистической адекватности моде-
лей они являются инвариантными отно-
сительно изучаемого процесса и выбор 
можно осуществлять по критерию прио-
ритетности того или иного направления 
развития субъектов экономики.

Как видно, все больше исследовате-
лей применяют нечеткие модели, моде-
ли, построенные в рамках байесовского 
подхода, а также комбинируют их с клас-
сическими моделями, задавая мейнстрим 
в экономических и других исследованиях 
на мировом уровне. Это означает обосно-
ванность выбора авторов данной статьи 
в сторону сочетания соответствующих 
моделей, в том числе конструирование 
эконометрических моделей на основе 
байесовского подхода в условиях непол-
ноты и нечеткости данных. Кроме то-
го, байесовский подход используют как 
для построения моделей, которые долж-
ны адекватно описывать функционирова-
ние систем в условиях неопределенности 
(в том числе для отдельных отраслей про-
мышленности), так и при решении част-
ных задач, например для генерации вы-
борки, обеспечивающей полноту данных.

Отметим, что наряду с выявленны-
ми проблемами выбора функциональ-
ных форм моделей, методологии оценки 

параметров в условиях неполноты и не-
четкости данных существует проблема, 
связанная с тем, что в каждый период вре-
мени субъекты экономики функционируют 
в уникальных для себя условиях даже при 
неизменных пространственных характери-
стиках, а измерения являются единичными. 
Следовательно, модели должны строиться 
на основании таких измерений, что приво-
дит к существенному ограничению объема 
имеющейся в распоряжении исследователя 
выборки и к необходимости ее расширения.

Это обуславливает необходимость 
развития методов моделирования, кото-
рые могли бы сочетать в себе как тради-
ционные и часто используемые в прак-
тике эконометрического моделирования, 
так и вероятностные подходы, в том чис-
ле на основе БИТ с возможностью полу-
чения датасетов достаточной мощности.

3.  Методология 
и информационная база 
исследования

3.1. Методология исследования
Обозначим за  k номер субъекта 

Российской Федерации (k = 1, …, K), а i — 
номер элемента экономической подсисте-
мы региона (i = 1, …, I). В данном слу-
чае это совокупность институциональных 
единиц, осуществляющих деятельность 
i вида по ОКВЭД. Каждый элемент ха-
рактеризуется результативным призна-
ком yi, k и набором факторов (факторных 
признаков) xi, k, j (j = 1, …, J), последние 
из которых представляют собой условия 
функционирования ik элемента.

Эконометрическое соотношение 
между результатами и факторами опре-
делим как:

	 y yi i i� � � . 	 (1)

Здесь y f xi k i k i k j


, , . .
� � �  — производ-

ственная функция; εi  — нормальная слу-
чайная компонента (в простейшем слу-
чае N 0,�� �).
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Пусть в один тот же период времени 
проведены измерения, на основании ко-
торых получены соответствующие зна-
чения результативных yi, k и факторных 
признаков xi, k, j. Будем полагать, что из-
мерения проведены в условиях неопре-
деленности, характеризуемые наличием 
множества метрологических требований 
MX i� �� �, множеств априорной информа-

ции A, ограничений и допущений O.
Тогда целесообразно результаты из-

мерений представить в виде нечеткого 
числа, определяемого набором пар чисел 
h pl l�� � �� �� �, ,
; , где h l�� �,  — значение призна-

ка �� � � y xi k i k j, , ,, , соответствующее поло-
жению репера l на шкале с диапазоном 
динамических ограничений (l = 1, ..., Lr); 
p l�� �,  — вероятность того, что значение 
�� � � �� �h l, . Число реперов Lr на числовой 

шкале задается пользователем. В случае 
использования лингвистической шкалы 
число реперов соответствует числу клас-
сов (9 классов = предельно ниже нор-
мы, …, норма, …, предельно выше нор-
мы) [27].

Интервал шкалы динамическими 
ограничениями (далее — ШДО) может 
быть задан как:

	 �� � � �� � ��
�

�
��� � �� �min max

� �; . 	 (2)

Здесь �� �
min

max  — минимальное и мак-
симальное значения среди yk, i или xk, i, j, 
которые могут быть определены или экс-
пертами, или на основании множества 
измерений, проведенных ранее (в дру-
гие периоды времени t = 1, …, T); � �� �  — 
корректировка интервала, рассчитывае-
мая по формуле:

	 � �� � �
�� � � �� ��

�
��

�

�
��

max min

2
3

a

, 	 (3)

где a — обозначение априорной шкалы.
Отметим, что расширение шкалы 

обусловлено тем, что при появлении но-
вых данных может возникнуть необхо-
димость расширения диапазона, опреде-

ляемого формулой (2), что практически 
всегда происходит при изучении эконо-
мических явлений. Кроме того, при про-
гнозировании результатов и факторов их 
значения могут выйти за границы интер-
вала без корректирующего параметра.

На практике будущие значения при-
знаков обычно не выходят за пределы 3σ. 
При этом если факторы демонстрируют 
восходящую или нисходящую без анома-
лий (резких «всплесков») динамику, то для 
того, чтобы их значения находились в за-
данном априорном диапазоне, оказывает-
ся достаточным расширить его на величи-
ну σ, что и отражает формула (3).

Для каждого признака определяется 
норма — ожидаемое (плановое, норма-
тивное) значение признака. Она задает-
ся априорно: экспертами, в соответствии 
со стандартами или в простейшем слу-
чае как среднее известных значений �� �.

В  более сложном случае для по-
строения нормативов необходимо ис-
пользовать преобразование мягких норм 
к средневзвешенным значениям для кон-
кретного периода. Мягкие нормы для 
фактора зависят от условий (влияющих 
факторов), в которых осуществляется 
измерение. Так, например, норма объе-
ма ВРП может зависеть от стоимости ос-
новных фондов и численности занятых, 
если опираться на неоклассическую мо-
дель Кобба — Дугласа, представленную 
в виде производственной функции [33]. 
В данном исследовании будем ограничи-
ваться нормой, вычисленной как среднее.

Длина интервалов для числовой 
шкалы определяется по формуле:

	 l
Lh
r

l�� �
�� ��

�� � � �� � � ��

�
��

�

�
��,

max min
.

2 �
	 (4)

Тогда:

	
h l l

l l

l h

h

l

l

�� � �� � �� �

�� � �� �

� �� � � � � �� ��
�

�� � � � � ��

, min ,

min ,

;�

�

1

..

	 (5)
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В случае, если l = Lr, то
h l LL h rr l�� � �� � �� �

�� �

� �� � � � � �� ��
�

�� � � �
�

, min ,

max

;

.

�

�

1

В случае лингвистической шкалы 
рассчитываются отдельно длины интер-
валов, которые выше нормы и ниже нор-
мы по соотношениям:

l h leftl�� � �
�� � � �� ��

�
�
�

�

�
�
�, ,

min ,
5

	 l h rightl�� � �
�� � � �� ��

�
�
�

�

�
�
�, ,

max
.

5
	 (6)

Вероятность априорная для h l�� �,  
в простейшем случае задается равно-
вероятной как для числовой, так и для 
лингвистической шкалы:

	 P H p
L

a
l l�� � �� �� ��

�
�

�
�
�, ,
,

1
	 (7)

где L = Lr для числовой шкалы и 9 для 
лингвистической шкалы; a — обозначе-
ние априорной вероятности; H l�� �,  — на-
бор гипотез или альтернативных реше-
ний (значение �� � � �� �h l, ). Число реперов 
числовой шкалы может совпадать с чис-
лом классов лингвистической шкалы 
(традиционный вариант задания числа 
реперов).

В результате такого представления 
в соответствии с формулами (4)–(7), ве-
роятность того, что значение случай-
ной величины равно значению репера 
или попадает в один из девяти классов, 
будет равновероятным, а соответству-
ющее распределение окажется равно-
мерным.

В более сложном случае априорные 
вероятности можно задать в соответствии 
с известным (если он известен для дан-
ного фактора) распределением в соответ-
ствии с классическими типами распре-
делений, разделенных на 25 классов, как 
показано в работе Прокопчиной [27].

Апостериорную вероятность факто-
ров можно определить аналогичным бай-
есовской формуле соотношением [27]:

p P H S P H

P S H P H P S

l
ap ap

l
a

l

l
a

l

�� � �� � �� �

�� � �� �

� � � � � ��
� � � � �

, , ,

, ,

|

| || ,
,

H l
j

J

�� �
�

� ��
1

	(8)

где ap — апостериорная вероятность; 
S — событие совместного появления 
оценок h l�� �,  для �� �.

Следующая формула дает возмож-
ность вычислить условную вероятность 
(условие появления S события):

	 P S H f x h dxl l norm| , , ,
, , ,�� � �� � �� �

��

�� �

� � � � �� � 	(9)

где f x h l norm, ,, ,�� � �� �� ��  — плотность нор-
мального распределения с  математи-
ческим ожиданием h l�� �,  и дисперсией  
(σ(·), norm)2 = (l hl�� �, )2.

В результате таких действий будем 
иметь набор интервалов, реперов и ве-
роятностей, соответствующих тому, что 
случайная величина (в данном случае ре-
зультативный или факторные признаки) 
будет находиться в заданном интервале, 
а объем выборки будет равен числу ин-
тервалов (реперов). Такое представление 
формируется для каждого фактора и для 
каждого периода времени, в котором зна-
чение исходного измерения известно. 
В более сложном случае можно отой-
ти от нормального распределения и ис-
пользовать другие функции распределе-
ния вероятностей (например, Вейбулла, 
гамма и др.) в случае уверенности в обо-
снованности такого выбора.

Для получения выборки достаточ-
ной мощности (число наблюдений (из-
мерений) должно быть порядка N = 7000 
[27]) необходимо на каждом из интерва-
лов сгенерировать n N pl l

ap
�� � �� �� ��

�
�
�, ,  значе-

ний (квадратные скобки означают, что 
от выражения нужно взять целую часть) 
с заданным распределением. Отметим, 
что в качестве базовой функции распре-
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деления рекомендуется использовать 
треугольное распределение [28].

В результате будет получена выбор-
ка требуемого объема для �� �  признаков, 
позволяющая методологически обосно-
ванно переходить к построению эконо-
метрических моделей (1). То есть для 
единичного (уникального) измерения 
оказывается возможным получить вы-
борку достаточной мощности.

В дальнейшем сгенерированную вы-
борку для случайной величины можно 
оценить на ее соответствие определен-
ному типу распределения и его классу 
(25 классов), отображаемых на плоско-
сти моментов Пирсона с разделяющи-
мися границами [27]. Обоснованность 
такого подхода подтверждена его апро-
бацией в работе Жуков и др. [28].

3.2. Последовательность 
реализации методологии
Этапы предлагаемой методологии 

можно описать следующим образом.
1.	 Сбор и обработка данных для 

выбранных элементов СЭЭС субъектов 
Российской Федерации, характеризую-
щихся однотипными результативными 
и факторными признаками, выбранными 
в качестве переменных производствен-
ных функций. Стоимостные характери-
стики могут быть приведены к сопоста-
вимому виду. Реализация данного этапа 
опирается на подтвержденную гипоте-
зу об инвариантности процесса отно-
сительно моделей, скорректированных 
на инфляцию, и отраженную в работе 
Жукова и др. [33].

2.	 Представление данных в виде не-
четких чисел (для каждого из признаков), 
включая процедуру задания априорных 
и апостериорных шкал с динамическими 
ограничениями и нормами для каждого 
из показателей. На данном этапе рассчи-
тываются пары (значение, вероятность) 
для каждого признака (результативный 
или факторный) для конкретного пери-

ода времени. Наиболее интересна оцен-
ка последнего известного периода. Такое 
представление дает возможность из одно-
го значения — результата измерения по-
лучить множества значений (для число-
вого или лингвистического отображения), 
мощности которых соответствуют числу 
реперов или числу классов в рамках РБП.

3.	 Формирование выборки доста-
точного объема для выбранных фактор-
ных и результативных признаков для 
периода t. Данный этап опирается на ме-
тодологию идентификации типа распре-
деления по малым выборкам, применен-
ную в авторском исследовании [28].

4.	 Построение моделей в виде эконо-
метрических моделей, содержащих произ-
водственные функции (соотношение ре-
зультатов и факторов) методами OLS или 
MLE. Этап включает классическое по-
строение эконометрических моделей, где 
в качестве аппроксимирующей функции 
выступает производственная функция, на-
пример мультипликативная.

5.	 Статистическая оценка моделей. 
Предполагает расчет статистических ха-
рактеристик с целью проверки адекват-
ности и точности моделей, в том числе 
с использованием стандартных тестов, 
например критерия Фишера, Стьюдента 
и других.

В  качестве базовых инструмен-
тальных средств применены про-
граммные платформы «ЭФРА» [34] 
и «Инфоаналитик 2.0», разработанной 
на основе более ранней версии [35].

«Инфоаналитик 2.0», с помощью ко-
торого реализуются этапы 2 и 3, преду
сматривает автоматический или ручной 
ввод данных после их предварительной 
обработки на этапе 1 в сконструирован-
ную иерархическую информационную 
модель. Иерархическая информацион-
ная модель отображается в виде структу-
ры объектов, идентифицируемых на ос-
нове интегральных и частных факторов 
(атрибутов модели).
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Следующий функционал комплек-
са содержит форму генерации априор-
ных и апостериорных шкал в соответ-
ствии с формулами (3)–(9), где задается 
нижняя и верхняя границы, а также нор-
ма для каждого факторов. В случае ин-
тегрального фактора рекомендуется ис-
пользовать шкалу от 0 до 10 и нормой 5.

Следующий блок программной 
платформы вычисляет динамику, ин-
терпретацию динамики (выявление тен-
денций изменения) факторов, а также 
рассчитывает метрологические харак-
теристики изменения факторов, в том 
числе точность, надежность, риск, эн-
тропию априорной и апостериорной ин-
формации. Кроме того, предусмотрен 
функционал прогноза факторов с зада-
нием порядка производной, числа точек 
(число периодов обучающей выборки) 
и шага прогноза, что дает возможность 
аналитику варьировать параметры про-
гнозных моделей.

Следующий блок — блок рекомен-
даций, включающий авторекоменда-
ции, позволяет на основании нечеткого 
логического вывода дать предложения 
по усилению или ослаблению влияю-
щих на результативный или интеграль-
ный признак факторов, включенных 
в модель. Для генерации выборки ис-
пользуется дополнительный модуль бай-
есовской математической статистики, ку-
да подгружаются данные из числовой 
или лингвистической шкал, содержащие 
значения реперов, термы, соответству-
ющие им вероятности, нижние и верх-
ние границы интервалов в формате csv. 
Задается объем выборки. По данным 
на каждом из интервалов шкалы гене-
рируется выборка с заданным числом 
значений (можно задать априорный тип 
распределения). По встроенному алго-
ритму определяется тип распределения 
полученной выборки. Результат генера-
ции представляется в виде файла excel 
или json.

Созданные файлы формата excel 
загружаются в «ЭФРА» через соответ-
ствующий интерфейс программного 
комплекса и осуществляется четвертый 
и пятый этапы методологии. После полу-
чения данных предоставляется возмож-
ность строить эконометрические модели 
и прогноз. Из формы списка признаков 
выбирается результативный признак 
и передается в соответствующий вид-
жет (yi). В виджет факторов переносятся 
влияющие факторы (условия). Кроме то-
го, может быть задан период оценки (пе-
риод обучающей выборки). Для сгенери-
рованных данных эту процедуру делать 
нецелесообразно. Выбирается функцио-
нальная форма (линейная, логарифмиче-
ская, экспоненциальная или мультипли-
кативная). Далее при нажатии на кнопки 
осуществляются:

1) построение модели;
2) оценка качества и параметров мо-

дели (в том числе для нелинейных мо-
делей) с помощью критериев Фишера 
с расчетом коэффициента детерминации 
и (t-статистика) Стьюдента;

3)  загрузка дополнительных те-
стов ((по  коэффициентам корреля-
ции Спирмена) гетероскедастичность 
и (Фаррара — Глобера) мультиколлине-
арность);

4) прогнозирование (на основании 
ожидаемых значения влияющих факто-
ров, из файла или в ручном режиме);

5) формирование результатов в ви-
де настраиваемого отчета, в  котором 
предусмотрены в том числе вывод ли-
неаризованных, нелинеаризованных 
и  стандартизованных моделей; итоги 
тестирования, а  также значения коэф-
фициентов эластичности. Это дает воз-
можность получить соответствующие 
модели с  их статистической оценкой 
в удобной для аналитика форме.

Таким образом реализуются этапы 
представленной методологии исследо-
вания на основе «Инфоаналитик 2.0» 
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и  «ЭФРА». В  дальнейшем эти моде-
ли выступают в качестве нормативных 
моделей или моделей функционирова-
ния СЭЭС с целью определения резуль-
тативных показателей (интегральных 
и частных) и построения оптимизаци-
онных моделей, дающих возможность 
получить количественно выраженные 
значения изменения влияющих факто-
ров, улучающих результаты функциони-
рования СЭЭС, ее подсистем и элемен-
тов. Для этого в «ЭФРА» реализованы 
соответствующие программные моду-
ли с интерфейсной частью, где можно 
настраивать набор анализируемых по-
казателей, а также выбирать класс оп-
тимизационной модели и систему огра-
ничений.

3.3. Информационная база
Информационную базу составили 

ежегодные сборники Росстата показате-
лей социально-экономического развития 
регионов (2007–2022) 1, датасеты из еди-
ной межведомственной информационно-
статистической базы ЕМИСС 2; таблицы 
уровней инфляции (по данным Росстат) 3. 
Использованы данные об объеме ВРП 
в Тульской области (2022) 4 и структуре 
ВРП в этот же период 5.

4.  Результаты исследования
4.1. Подготовка данных
В рамках исследования отобраны 

производственные функции в виде сте-
пенных мультипликативных форм:

	 y a xak i k i k i j
j

J
k i j



, , , , ,

, ,
,� �

�
�0

1

	 (10)

где yk i ,  — результативный признак — 
ВРП по i разделу ОКВЭД для k области; 

1 h t t p s : / / r o s s t a t . gov. ru / fo lde r /210 /
document/13204

2 https://www.fedstat.ru/
3 https://уровень-инфляции.рф/таблицы-

инфляции
4 https://realnoevremya.ru/attachments/1760
5 https://www.fedstat.ru/indicator/59450

xk, i, j — факторы, характеризующие усло-
вия функционирования. В данном случае 
для Тульской области k = 19 и в дальней-
шем этот индекс опущен.

При выборе факторов и функцио-
нальных форм моделей авторы руковод-
ствовались ранее проведенными иссле-
дованиями [30].

Для устранения влияния изменения 
цен стоимостные индикаторы корректи-
ровались на инфляцию и приводились 
к 2007 г. Кроме того, данные, представ-
ленные по ОКВЭД 2 (действует с 2017 г.), 
были приведены к ОКВЭД 1.

В частности, были выбраны фак-
торы (буквенное обозначение соответ-
ствующий раздел по ОКВЭД 1 (в скоб-
ках ОКВЭД 2)):

1)  А (A) (cельское хозяйство) — 
стоимость основных фондов (ОФ) x1,1; 
численность занятых (средняя за год) 
(ЧЗ) x1,2;

2) C (B) (добыча полезных ископа-
емых) — ОФ x2,1; ЧЗ x2,2;

3) D (C) (обрабатывающие произ-
водства) — ОФ x3,1; ЧЗ x3,2; инвестиции 
в основной капитал (И) x3,3;

4) E (E, D) (производство электро-
энергии, газа и воды) — ОФ x4,1; ЧЗ x4,2;

5) F (F) (строительство) — ОФ x5,1; 
ЧЗ x5,2;

6) G (G) (оптовая и розничная тор-
говля) — ОФ x6,1; ЧЗ x6,2; И x6,3;

7) H (I) (гостиницы и рестораны) — 
ЧЗ x7,2; И x7,3;

8) I (H, J) (транспорт и связь) — ОФ 
x8,1; ЧЗ x8,2; пассажирооборот (автобу-
сы) общего пользования) x8,4 и отправ-
ление железнодорожным транспортом 
пассажиров x8,5;

9)  J (K) (финансовая деятель-
ность) — ОФ (всего) x1; среднегодовая 
численность населения (далее — ЧН) x2;

10) K (L, M, N) (операции с недви-
жимым имуществом) — ЧЗ x10,2; И x10,3;

11) L (O) (государственное управле-
ние) — ЧН x2; расходы на социальную 

https://rosstat.gov.ru/folder/210/document/13204
https://rosstat.gov.ru/folder/210/document/13204
https://www.fedstat.ru/
https://уровень-инфляции.рф/таблицы-инфляции
https://уровень-инфляции.рф/таблицы-инфляции
https://realnoevremya.ru/attachments/1760
https://www.fedstat.ru/indicator/59450
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политику (консолидированный бюд-
жет) x11,2;

12) M (P) (образование) — ЧЗ x12,1; 
расходы на образование (консолидиро-
ванный бюджет) x12,2;

13) N (Q) (здравоохранение) — ЧН 
x2; заболеваемость x13,2;

14) O (R, S) (предоставление про-
чих услуг) — ЧН x2; расходы на соци-
альную политику (консолидированный 
бюджет) x11,2.

4.2. Анализ результативных 
признаков по разделам
Динамика изменения результатив-

ных признаков для Тульской области 
за 2018–2022 гг. представлена в табл. 1.

Из данных табл. 1 видно, что для раз-
дела «Сельское хозяйство» наблюдает-
ся увеличение объема ВРП, за исключе-
нием последних двух оцениваемых лет. 
При этом численность занятых умень-
шалась, начиная с 2013 г., а стоимость 

Таблица 1. Динамика изменения результативных признаков  
для Тульской области за 2018–2022 гг., млн руб.

Table 1. Dynamics of changes in performance indicators for the Tula region  
in 2018–2022, million rubles

№  Модель 1 2 3 4 5

1 A (A) 16695,520 21420,629 22757,904 21722,825 16327,694

2 C (B) 1113,035  447,340 1422,369 1448,188 1507,172

3 D (C) 125494,659 111155,695 113505,045 123964,920 110023,537

4 E (E, D) 11408,605 11578,718 11663,426 10716,594 7535,859

5 F (F) 14469,451 18236,481 12516,847 16219,709 12057,374

6 G (G) 28660,643 26052,116 24464,747 22591,738 21351,600

7 H (I) 2226,069 2315,744 1706,843 2027,464 1758,367

8 I (H, J) 19478,107 19683,821 19059,744 15640,434 17583,670

9 J (K) 834,776 868,404 853,421 579,275 502,391

10 K (L, M, N) 23930,245 40525,514 40110,805 41418,186 33157,778

11 L (O) 10852,088 12157,654 11947,900 10426,956 10047,812

12 M (P) 8069,501 8105,103 8249,740 7530,579 8038,249

13 N (Q) 11408,605 11868,186 13085,795 11295,869 7787,054

14 O (R, S) 3617,363 4052,551 3129,212 4054,927 3516,734

Примечание: A, …, O — модель для раздела по ОКВЭД 1; () — обозначение по ОКВЭД 2;  
1, … 5, 2018–2022 гг.

Источник: Рассчитано авторами по данным 12,3,4,.

1 https://rosstat.gov.ru/folder/210/document/13204
2 https://уровень-инфляции.рф/таблицы-инфляции
3 https://realnoevremya.ru/attachments/1760
4 https://www.fedstat.ru/indicator/59450

https://rosstat.gov.ru/folder/210/document/13204
https://уровень-инфляции.рф/таблицы-инфляции
https://realnoevremya.ru/attachments/1760
https://www.fedstat.ru/indicator/59450
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основных фондов увеличивалась 
до 2020 г. с последующим незначитель-
ным снижением в 2021 и 2022 гг. То есть 
наблюдалось замещение фактора чис-
ленность занятых фактором основ-
ные фонды. Увеличение ВРП при сни-
жении основных факторов (ОФ, ЧЗ) 
можно объяснить вероятным измене-
нием технологий и  структуры произ-
водства сельскохозяйственной продук-
ции, которые не учитываются в модели. 
При этом прослеживается явная кор-
реляция ВРП со  стоимостью основ-
ных фондов и численностью занятых.

Для раздела «Добыча полезных 
ископаемых» в общем, по сравнению 
с 2007 г., наблюдается рост, с колебани-
ями к снижению объема в 2020 г. по от-
ношению к 2019 г. и последующими ро-
стом в 2021 и 2022 гг. При общем росте 
основных фондов в абсолютном значении 
в скорректированных величинах их сто-
имость 2021 и 2022 гг. уменьшилась, что 
и сказалось на объеме ВРП по разделу C. 
В этот же период снизилась и занятость. 
Неизменный рост, вероятно, связан с из-
менением структуры добычи ископаемых, 
основными из которых в Тульской обла-
сти являются уголь, железные руды, гипс 
и поваренная соль. Кроме того, наблюдал-
ся рост добычи строительных камней, что 
отразилось на объеме ВРП.

Если проследить динамику для об-
рабатывающих производств (раздел D, 
скорректированные данные), то в 2022 г. 
по сравнению с 2020 г. наблюдалось сни-
жение ВРП. Аналогичные изменения пре-
терпели основные фонды и численность 
занятых по данному виду деятельности.

Раздел «Производство электро
энергии, газа и  воды» продемон-
стрировал положительную динамику 
до 2020 г. В 2022 г., как и для раздела 
D, наблюдалось снижение ввиду того, 
что в Тульской области основными по-
требителями, например электроэнергии, 
относящейся к данному разделу, явля-

ются обрабатывающие производства. 
Аналогичное снижение характерно и для 
стоимости основных фондов.

Сектор строительства F имел раз-
нонаправленную динамику c ростом 
в 2021 г. по отношению к 2020 г. и сни-
жением в 2022 г. по отношению к 2021 г. 
При этом в 2021 и 2022 гг. по отношению 
к 2020 г. наблюдался рост числа занятых 
и резкое снижение стоимости основных 
фондов в скорректированных ценах.

Сохранилась тенденция снижения 
ВРП в сфере оптовой и розничной тор-
говли (G) на фоне колебаний числен-
ности занятых и изменениями основ-
ных фондов. При этом пик стоимости 
основных фондов пришелся на 2020 г. 
Для розничной торговли это был про-
блемный год, связанный с произошед-
шим локдауном, что видно по сниже-
нию численности занятых. Снижение 
ВРП может быть связано также с «пе-
регретостью» этого рынка.

Аналогичная ситуация снижения ВРП 
в 2020 г. характерна и для сферы гости-
ничных и ресторанных услуг, что вызва-
но одной из причин — локдауном, с по-
следующим восстановлением в  2021  г. 
и снижением до уровня 2019 г. в 2022 г. 
Последнее изменение, вероятно, обуслов-
лено политическими причинами, которые 
трудно формализовать и ввести в качестве 
факторов в модель. При этом рост инвести-
ций в 2021 и 2022 гг. не позволили испра-
вить ситуацию в краткосрочном периоде.

ВРП по разделу I (транспорт и связь) 
также наблюдалось снижение с  2019 
по 2021 г. и рост в 2022 г. по сравнению 
с 2021 г., но его уровень не достиг уров-
ня даже 2020 г. Очевидно, это явилось по-
следствиями 2020 г. на фоне роста чис-
ленности занятых, уменьшения основных 
фондов, а также уменьшения объема пе-
ревозок автобусами и железнодорожным 
транспортом. Кроме того, рост в 2022 г. 
объема ВРП в данной сфере связан с из-
менением стоимости транспортных услуг 
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и услуг связи, темп роста которых оказал-
ся выше, чем уровень инфляции.

Для финансовой деятельности сни-
жение в Тульской области наблюдалось 
с 2019 г., что связано с уменьшением 
объема выданных кредитов вследствие 
увеличения процентной ставки на фоне 
тенденций снижения численности насе-
ления и сокращения стоимости основ-
ных фондов (2020–2022) (ввиду невоз-
можности их обновления).

Рост инвестиций не привел к поло-
жительному эффекту в области опера-
ций с недвижимым имуществом.

Для раздела «Финансовая деятель-
ность», начиная с 2020 г., наблюдалось 
снижение объема ВРП с уменьшением 
темпа на фоне негативной тенденции из-
менения среднегодовой численности на-
селения, так же как и расходов на соци-
альную политику.

Аналогичные выводы можно сде-
лать и для других видов деятельности.

Как видно из результатов анализа, 
за рассматриваемые периоды меняются 

как результаты, так и факторы, причем 
ряд факторов (условий) ввиду объектив-
ных обстоятельств не могут быть вклю-
чены в модель. Поэтому целесообразно 
рассматривать последний период оцен-
ки и строить модель конкретно для него. 
Для реализации предложенной методо-
логии и построения моделей необходи-
мо перейти к нечетким представлениям 
результативных и факторных признаков.

4.3. Представление данных 
по факторам в виде нечетких 
чисел
Для каждого из факторов были по-

лучены значения в виде нечетких чисел.
Для их расчета была использована 

программная платформа «Инфоанали-
тика 2.0» [35].

На рис. 1 представлено значение 
объема ВРП по разделу A на числовой 
и лингвистической шкалах для Тульской 
области в 2022 г. В качестве нормы ис-
пользовано среднее значение за 2007–
2022 гг., число реперов классов равно 9.

Рис. 1. Значение ВРП по разделу A на числовой и лингвистической шкалах  
для Тульской области в 2022 г.

Figure 1. The value of the GDP by region according to section A on numerical  
and linguistic scales for the Tula region in 2022



Journal of Applied Economic Research, 2024, Vol. 23, No. 3, 721–750ISSN 2712-7435 735

Modeling of Functional Relationships of Regional Economic Systems Based on Small Samples Based on Bayesian Intelligent Measurements

Таблица 2. Значения реперов и вероятности для объема ВРП по разделу А 
для Тульской области в 2022 г.

Table 2. Reference values and probabilities for the GDP by region according  
to section A for the Tula region in 2022

№  Значение  
репера Терм Вероятность Нижняя  

граница
Верхняя  
граница

1 6869,584 Предельно ниже нормы 0,001 4767,469 7920,641

2 8971,699 Критически ниже нормы 0,007 7920,641 10022,756

3 11073,813 Значительно ниже нормы 0,049 10022,756 12124,871

4 13175,928 Ниже нормы 0,178 12124,871 14226,986

5 15278,043 Норма 0,339 14226,986 16576,537

6 17875,030 Выше нормы 0,309 16576,537 19173,524

7 20472,017 Значительно выше нормы 0,104 19173,524 21770,511

8 23069,004 Критически выше нормы 0,013 21770,511 24367,498

9 25665,991 Предельно выше нормы 0,001 24367,498 28262,978

Источник: рассчитано авторами.

Числовые значения реперов и веро-
ятностей представлены в табл. 2.

4.4. Формирование выборки доста-
точного объема

На каждом из интервалов были сге-
нерированы значения результативных 
и факторных признаков общим объемом 
7 000 наблюдений. В качестве базового 

распределения использовано треуголь-
ное распределение.

Гистограммы сгенерированных вы-
борок для ВРП, основных фондов и чис-
ленности занятых по  разделу A  для 
Тульской области в 2022 г. представле-
ны на рис. 2.

Фрагмент сгенерированных выбо-
рок представлен в табл. 3.

а б в
Рис. 2. Гистограммы сгенерированных выборок для ВРП (а), основные фонды (б) 

и численность занятых (в) по разделу A для Тульской области в 2022 г.
Figure 2. Histograms of the generated samples for GDP by region (a), Fixed Assets (б)  

and Employees (в) according to section A For the Tula region in 2022
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Таблица 3. Фрагмент сгенерированных выборок ВРП, основных фондов  
и численности занятых по разделу А для Тульской области в 2022 г.

Table 3. Fragment of the generated samples for the GDP by region, Fixed 
Assets and Employees according to section A for the Tula region in 2022

№ п/п Объем ВРП, млн руб. Основные фонды, млн руб. Численность занятых, тыс. чел.

1 5851,260 20434,485 28,334

2 7291,065 21860,154 27,685

3 7169,684 25732,702 26,452

4 7188,605 24592,437 25,468

5 8684,472 24886,831 26,409

6 8496,640 25623,197 26,093

7 8932,262 25377,953 26,954

8 8811,436 23745,217 24,385

9 8483,644 25401,627 25,415

10 9358,944 25372,247 28,355

Источник: рассчитано авторами.

4.5. Построение и тестирование 
моделей
Для каждого из разделов Тульской 

области по сгенерированным выборкам 
были построены соответствующие мо-
дели в форме (10). Для их расчета бы-
ла использована программная платфор-
ма «ЭФРА» [34].

Спецификация и результаты тести-
рования моделей представлены в табл. 4.

Из данных табл. 4 видно, что коэф-
фициенты модели значимы, а коэффици-
ент детерминации значимо отличается 

от 0. Кроме того, для моделей (за исклю-
чением модели раздела C) средняя от-
носительная ошибка не превышает 5 %, 
что свидетельствует о их высокой точ-
ности.

В табл. 5 приведены значения стан-
дартизованных (* — обозначение) коэф-
фициентов моделей.

По данным табл. 5 можно судить 
о степени влияния факторов на резуль-
тативный признак.

В табл. 6 представлены эластично-
сти факторов моделей.

Таблица 4. Спецификация и результаты тестирования моделей  
для Тульской области по сгенерированным выборкам
Table 4. Specification and test results of models for the Tula region based  
on generated samples

№  Модель a0 a1 a2 a3 a4 R2 MAPE, %

1 A (A) 2,243 0,758 0,287 — — 0,834 4,594

2 C (B) 3,314 0,503 1,084 — — 0,775 14,074

3 D (C) 30,023 0,195 0,933 0,111 — 0,881 3,638
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№  Модель a0 a1 a2 a3 a4 R2 MAPE, %

4 E (E, D) 6,623 0,349 1,044 — — 0,909 3,734

5 F (F) 55,498 0,211 1,025 — — 0,890 3,950

6 G (G) 12,722 0,137 0,694 0,042 — 0,895 3,902

7 H (I) 209,067 0,742 0,502 — — 0,836 6,256

8 I (H, J) 520,708 0,137 0,473 0,054 0,052 0,902 2,732

9 J (K) 2,783 0,265 0,699 — — 0,832 3,660

10 K (L, M, N) 480,674 0,154 0,456 — — 0,843 4,744

11 L (O) 0,142 1,116 0,293 — — 0,887 3,632

12 M (P) 27,460 0,647 0,292 — — 0,844 3,140

13 N (Q) 0,012 0,760 1,164 — — 0,816 6,882

14 O (R, S) 0,108 0,803 0,440 — — 0,807 4,820

Примечание: ai (i = 0, …, 4) — коэффициенты модели (для коэффициентов оценка осуществля-
лась по критерию Стьюдента, p-value < 0,001); A, …, O — модель для раздела по ОКВЭД 1;  
() — обозначение по ОКВЭД 2; R2 — коэффициент детерминации (значимость определялась  
по критерию Фишера, p-value < 0,001); MAPE — средняя относительная ошибка выборки.

Источник: рассчитано авторами.

Таблица 5. Значения коэффициентов стандартизованных моделей  
для Тульской области по сгенерированным выборкам
Table 5. Coefficient values of standardized models for the Tula region based  
on the generated samples

№ п/п Модель a
1

* a
2

* a
3

* a
4

*

1 A (A) 0,635 0,304 — —

2 C (B) 0,357 0,509 — —

3 D (C) 0,193 0,591 0,186 —

4 E (E, D) 0,324 0,651 — —

5 F (F) 0,281 0,687 — —

6 G (G) 0,194 0,642 0,139 —

7 H (I) 0,468 0,481 — —

8 I (H, J) 0,213 0,482 0,128 0,165

9 J (K) 0,386 0,562 — —

10 K (L, M, N) 0,463 0,507 — —

11 L (O) 0,706 0,271 — —

12 M (P) 0,598 0,362 — —

Окончание табл. 4
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№ п/п Модель a
1

* a
2

* a
3

* a
4

*

13 N (Q) 0,353 0,560 — —

14 O (R, S) 0,523 0,418 — —

Примечание: ai
*  (i = 1, …, 4) — стандартизованные коэффициенты модели; A, …, O — модель 

для раздела по ОКВЭД; () — обозначение по ОКВЭД2.
Источник: рассчитано авторами.

Таблица 6. Значения эластичностей факторов моделей для Тульской 
области по сгенерированным выборкам, %

Table 6. Elasticity values of models for the Tula region based  
on the generated samples, %

№  Модель E1 E2 E3 E4

1 A (A) 0,811 0,107 — —

2 C (B) 0,646 0,162 — —

3 D (C) 0,203 0,408 0,095 —

4 E (E, D) 0,414 0,373 — —

5 F (F) 0,177 0,420 — —

6 G (G) 0,173 0,449 0,037 —

7 H (I) 0,226 0,205 — —

8 I (H, J) 0,158 0,123 0,037 0,042

9 J (K) 0,372 0,523 — —

10 K (L, M, N) 0,044 0,362 — —

11 L (O) 0,885 0,327 — —

12 M (P) 0,290 0,342 — —

13 N (Q) 0,621 0,877 — —

14 O (R, S) 0,718 0,554 — —

Примечание: ai
*  (i = 1, …, 4) — стандартизованные коэффициенты модели; A, …, O — модель 

для раздела по ОКВЭД; () — обозначение по ОКВЭД2.
Источник: рассчитано авторами.

По данным табл. 6 можно судить, 
насколько изменится результативный 
признак при изменении фактора на 1 %.

Р а с с м о т р и м  р а з д е л  А . 
Среднемесячная заработная плата 
по  сельскому хозяйству в  Тульском 
регионе в  2022  г. была 49188,3  руб. 

Увеличение численности занятых 
(в 2022 г. — 39,5 тыс. чел.) на 1 % со-
ставит 395 человек. Тогда общие сред-
негодовые затраты будут 233,2 млн руб. 
В этом случае прирост ВРП (коэффици-
ент эластичности равен 0,107) будет на-
считывать 1747,1 млн руб.

Окончание табл. 5
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Изменение стоимости основных 
фондов на 1 % (в 2022 г. — 37347,8 млн 
руб.) приведет к  увеличению основ-
ных фондов на 373,5 млн руб., а ВРП 
на 13241,8 млн руб. Если увеличить чис-
ленность занятых в стоимостном выра-
жении на величину стоимости основных 
фондов (то есть в 1,6 раза), то измене-
ние ВРП будет в объеме 2798,5 млн руб.,  
то  есть полученный эффект почти  
в 4,7 раза меньше, чем при увеличении 
стоимости основных фондов.

Это означает, что производителю 
выгоднее модернизировать собствен-
ное производство, сокращая численность 
занятых в данной сфере. Такую страте-
гию хозяйствующих субъектов можно 
проследить по динамике сокращения 
численности занятых, начиная с 2013 г. 
Это подтверждает ранее высказанное 
предположение о замещении основны-
ми фондами трудовых ресурсов на фоне 
увеличения объема ВРП в рассматрива-
емые периоды.

Кроме того, заработная плата по раз-
делу А составляет 84,7 % от среднеме-
сячной заработной платы по разделу D 
(обрабатывающие производства), кото-
рый является основным и приоритетным 
видом деятельности для Тульской обла-
сти. Это также не стимулирует эконо-
мически активное население работать 
в данной сфере.

По  разделу D эластичность для 
фактора занятости (0,408) существен-
но выше (почти в два раза), чем эла-
стичность стоимости основных фон-
дов. Согласно данным табл. 5, ситуация 
аналогична. Низкая эластичность 0,095 
характерна для инвестиций. Вероятно, 
такой результат получен вследствие то-
го, что в Тульском регионе обрабаты-
вающая промышленность наукоемка 
и инвестиции дают эффект с запозда-
нием, что не учитывает предложенная 
модель, хотя влияние инвестирования 
безусловно.

Еще одной возможной причиной та-
кого результата может служить и управ-
ление инвестициями в данной сфере, что 
требует корректировки инвестиционной 
политики в области. В 2022 г. по разде-
лу D заработная плата в среднем за ме-
сяц составила 58047,7 руб., численность 
занятых — 161,1 тыс. чел. Изменение 
ЧЗ на 1 % приведет к увеличению чис-
ленности на 1610 чел. и затрат со сторо-
ны предприятия на (без учета страховых 
взносов) 1122,2 млн руб., а также увели-
чению объема ВРП на 44889,6 млн руб.

С  другой стороны, увеличение 
стоимости основных фондов на  1 % 
даст дополнительные затраты на сум-
му 1813,4 млн руб. и, соответственно, 
ВРП на величину 22334,8 млн руб., что  
в 2,0 раза меньше, чем при увеличении 
численности занятых. Если уравнять за-
траты на трудовые ресурсы и основные 
фонды, увеличив численность на 1,6 % 
(тогда затраты составят 1813,4 млн руб.), 
то прирост ВРП по разделу D составит 
72541,1 млн руб., или в 3,2 раза боль-
ше, чем при изменении стоимости ОФ. 
Учитывая страховые выплаты (при-
мем их равными 30 %), затраты на уве-
личение численности на 1 % составят 
1458,8 тыс. руб., а при выравнивании за-
трат на ОФ и численность занятых даст 
прирост ВРП на 55800,8 млн руб., что 
в 2,5 раза выше. Следовательно, и в этом 
случае предприятиям обрабатывающей 
промышленности выгодней увеличи-
вать трудовые ресурсы, чем обновлять 
или модернизировать основные фонды. 
Такая стратегия, за исключением 2021 г., 
прослеживалась с 2017 г.

Поскольку есть потенциал и стимул 
со стороны предприятий обрабатываю-
щих производств, можно корректировать 
и уровень заработной платы, например 
до уровня заработной платы в финансо-
вой сфере, где он выше почти в 1,3 раза 
выше. Однако невнимание к модерни-
зации и обновлению основных фондов 
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со стороны органов управления может 
дать негативный эффект в среднесроч-
ной перспективе ввиду возможного от-
ставания в использовании современных 
средств производства.

Согласно данным табл. 6, для раз-
дела G (оптовая и розничная торговля) 
прослеживается аналогичная разделу D 
ситуация по эластичности (0,173 — ОФ, 
0,449 — ЧЗ, 0,037 — И). Увеличение 
численности занятых на 1 % приведет 
к увеличению затрат (среднемесячная 
заработная плата в 2022  г. составила 
42928,5 тыс. руб., или 79 % от уровня 
по разделу D) на 838,4 млн руб. (с уче-
том страховых выплат), тогда как для ос-
новных фондов (в 2022 г. — 12682,9 млн 
руб.) — на 126,8 млн руб. В свою оче-
редь такое изменение даст прирост 
ВРП соответственно на 9586,9 млн руб. 
и 3693,8 млн руб.

Если воспользоваться аналогичным 
уравниванием затрат (для численности 
занятых затраты в 6,6 раз больше, чем 
стоимость основных фондов) и умень-
шить изменение численности занятых 
до 0,2 %, то увеличение ВРП составит 
1450,2 млн руб., что в 2,5 раза меньше, 
чем при корректировке основных фондов.

Следовательно, предприятиям оп-
товой и  розничной торговли целесо
образно увеличивать стоимость основ-
ных фондов и уменьшать численность 
занятых. Последняя тенденция как раз 
и наблюдалась в 2022 г., по сравнению 
с 2021 г.

Однако увеличение стоимости ос-
новных фондов может привести к менее 
ожидаемому результату со снижением 
темпов роста, что прежде всего связано 
с возможным насыщением данной сфе-
ры деятельности. Действительно, наблю-
давшийся в последние годы рост коли-
чества торговых центров, оптовых баз 
и других торговых точек привел к пе-
рераспределению потребителей среди 
новых структур и оттоку из точек про-

даж, существовавших ранее в силу огра-
ниченной и постоянно уменьшающейся 
численности населения. А рост потре-
бления замедляется инфляционными 
процессами на фоне незначительного 
роста реальных денежных доходов насе-
ления согласно официальной статисти-
ке 1. Эластичность по инвестициям так-
же незначительна и составила в 2022 г. 
0,037.

Аналогичные рассуждения можно 
провести и для остальных видов дея-
тельности, осуществляемых в Тульской 
области.

5.  Обсуждение
Результаты, рассмотренные в дан-

ной статье и посвященные применению 
комбинации эконометрического моде-
лирования и нечеткого моделирования 
на основе байесовских интеллектуаль-
ных измерений к изучению экономиче-
ской подсистемы СЭЭС, дают возмож-
ность методологически обоснованно, 
в  силу наличия достаточного объема 
выборки (согласно [27]), использовать 
методы математической статистики для 
построения корректных регрессион-
ных моделей. Полученные соотноше-
ния и правомерность их использования 
подтверждаются работами Huning  & 
Wahl [6] и Zhukov et al. [30].

В отличие, например, от исследова-
ний D’Andrea [13] и Duan et al. [14], ге-
нерация выборки осуществлялась на не-
четких данных, но с учетом конкретных 
условий функционирования региона, 
что расширяет возможности примене-
ния байесовского подхода при изучении 
экономических процессов в сложных си-
стемах.

Полученные модели для объема 
ВРП по  разделам ОКВЭД обладают 
статистически значимыми R2 и низкой 
MAPE. Таким образом, возможно мето-

1 https://rosstat.gov.ru/storage/mediabank/
Urov_11subg-nm.xlsx

https://rosstat.gov.ru/storage/mediabank/Urov_11subg-nm.xlsx
https://rosstat.gov.ru/storage/mediabank/Urov_11subg-nm.xlsx
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дологически обоснованное построение 
эконометрических моделей по данным 
для отдельного субъекта Российской 
Федерации (а именно, рассматривает-
ся экономическая подсистема Тульской 
области) в определенный период време-
ни, что подтверждает поставленную ги-
потезу.

Кроме того, полученные модели да-
ют возможность оценить степень влия-
ния факторов на результативный при-
знак, в частности при преобразовании 
моделей к  стандартизованному виду  
(табл. 2) или вычислении соответствую-
щих эластичностей.

Превалирующее влияние основных 
фондов по отношению к другим фак-
торам, включенным в  модели, на  ре-
зультативный признак характерно для 
разделов A (A); численности занятых — 
для C (B), D (C), E (E, D), F (F), G (G), 
I (H, J), M (P); инвестиций — K (L, M, 
N); среднегодовой численности населе-
ния — J (K), L (O), O (R, S). За счет за-
мещения факторов моделей можно до-
биться заданных (плановых) значений 
результативных признаков, что с точ-
ки зрения управления представляет со-
бой регулирование процессов в рамках 
социально-экономического развития тер-
риторий, таких, например, как модерни-
зация основных фондов, корректировка 
политики занятости, демографическая 
политика, перераспределение расходов 
в консолидированном бюджете области 
и т. п. Например, Тульская область об-
ладает промышленной специализацией 
(доля в ВРП в 2022 г. — 43,8 %). Однако 
степень влияния основных фондов су-
щественно ниже, чем численности за-
нятых. Это может означать, что необхо-
димо улучшать и модернизировать ОФ 
в ближайшем будущем.

На  втором месте по  доле в  ВРП 
Тульской области стоит раздел K (опе-
рации с недвижимым имуществом; пре-
доставление услуг; профессиональная, 

научная и  техническая деятельность 
по ОКВЭД2) (13,2 %). Здесь соотноше-
ние между коэффициентами числен-
ности занятых (0,463) и инвестициями 
(0,507) близко к единице 0,921. Отметим, 
что это единственный вид деятельно-
сти, в  котором влияние инвестиций 
выше относительно других факторов. 
Следовательно, можно сделать вывод 
о заинтересованности институциональ-
ных единиц области в развитии данно-
го направления.

На третьем месте по доле находит-
ся раздел G (торговля) (8,5 %), где значе-
ния стандартизованных коэффициентов 
соответственно равны 0,194 (основные 
фонды), 0,642 (численность занятых) 
и 0,139 (инвестиции). Такой результат 
(наибольшее влияние у занятых) ожи-
даем вследствие специфики данного ви-
да деятельности. Значения коэффициен-
тов для основных фондов и инвестиций 
сравнимы между собой, их отношение 
к численности занятых составляет 0,302 
и 0,217 соответственно.

Четвертое место занимает раздел 
I (транспорт и связь) (доля ВРП 7,0 %). 
Соответствующие стандартизованные 
коэффициенты равны 0,213 — основ-
ные фонды, 0,482 — численность за-
нятых, 0,128 — пассажирооборот авто-
бусами, а для отправления пассажиров 
РЖД –0,165. И по этому разделу прева-
лирует влияние численности занятых.

На  пятом месте находится раз-
дел А  (6,5 %). В  отличие от  осталь-
ных видов деятельности, наибольшее 
влияние оказывает наличие основных 
фондов. Если посмотреть на тенден-
цию изменения численности занятых, 
то она неуклонно уменьшается, начи-
ная с 2013 г. Одной из причин может 
являться низкий уровень заработной 
платы по сравнению с другими сфера-
ми деятельности.

Таким образом, характер влияния 
факторов на результативный признак 
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(при анализе стандартизованных коэф-
фициентов) может дать ответ на осо-
бенности функционирования элемен-
тов экономической подсистемы. Кроме 
того, сравнение с параметрами моде-
лей (например, по  датасетам других 
областей (Центральный федеральный 
округ)) по кроссекционной или панель-
ной (объединенной по  пространству 
и во времени) выборкам даст возмож-
ность оценить соответствие функци-
онирования субъектов Российской 
Федерации общерегиональным тенден-
циям. Полученные таким образом мо-
дели могут выступать в качестве нор-
мативных моделей, представленных, 
например, в [33, 34].

Следует отметить наличие ограни-
чений на построенные модели, касаю-
щиеся того, что они могут быть исполь-
зованы только для Тульской области. 
Для других субъектов Российской 
Федерации необходимо строить соб-
ственные модели по собственным дан-
ным. Кроме того, разработанные моде-
ли могут быть применены для поиска 
количественных значений, необходи-
мых для улучшения результатов функ-
ционирования экономической подсисте-
мы в рамках оптимизационных моделей, 
аналогичных моделям в работе Жукова 
[34] лишь на краткосрочный период без 
введения дополнительных предполо-
жений.

Работа по преодолению таких огра-
ничений будет проведена в дальнейших 
исследованиях.

6.  Заключение
Данное исследование устраня-

ет методологический пробел при по-
строении эконометрических моделей 
по данным, характеризующимся огра-
ниченным набором, неполнотой и не-
четкостью, что, по сути, дает возмож-
ность корректно и  методологически 
обосновано моделировать функциони-

рование сложных систем в условиях нео-
пределенности, характерных для социо-
эколого-экономических систем. По его 
результатам можно сформулировать сле-
дующие выводы.

1. Подтверждена гипотеза относи-
тельно возможности методологически 
обоснованного построения эконометри-
ческих моделей по данным для отдель-
ного субъекта Российской Федерации 
в определенный период времени в ус-
ловиях неполноты и нечеткости данных.

2. Предложены этапы, позволя-
ющие объединить методологии эко-
нометрического моделирования 
и байесовских интеллектуальных изме-
рений применительно к социо-эколого-
экономической системе, ее подсистемам 
(в частности, экономическим подсисте-
мам) и элементам.

3. Проведена апробация представ-
ленной методологии на примере эконо-
мической подсистемы Тульской области, 
в результате которой были построены 
модели связи объема ВРП для 14 разде-
лов ОКВЭД 1 по данным за 2022 г., обла-
дающие высоким качеством и статисти-
чески значимыми параметрами.

4. Построенные модели могут слу-
жить инструментом анализа степени 
воздействия влияющих факторов на ре-
зультативный признак с  целью даль-
нейшего регулирования социально-
экономической политики Тульской 
области в рамках разрабатываемых про-
грамм развития.

Проведенное исследование вносит 
определенный вклад в развитие моде-
лирования функционирования сложных 
систем — социо-эколого-экономических 
систем, за счет комбинирования мето-
дов эконометрики с методологией бай-
есовских интеллектуальных измерений 
с целью методологически обоснованного 
построения моделей по единичным дата-
сетам и измерениям, которые обладают 
специфическими условиями и ограниче-
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ниями. Это определяет теоретическую 
значимость работы.

Дальнейшее применение моде-
лей заключается в их использовании 
в оптимизационных моделях, дающих 
возможность получить количествен-

но выраженные изменения факторов, 
необходимые для обеспечения устой-
чивого и сбалансированного развития 
области, что представляет собой прак-
тическую значимость проведенного ис-
следования.
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Abstract. Regional economies, which are economic subsystems of a socio-ecological-economic 
system, are characterized by rapidly changing conditions affecting their functioning. Therefore, 
traditional approaches based on long-term trends and the construction of appropriate models 
are not enough for modeling and need to be over updated, including through combination with 
other approaches that take into account the volatility of conditions. Open sources datasets are 
fraught with uncertainty (different sources may have different values for the same indicator). 
So, some indicators are being constantly adjusted: changes are introduced into datasets from 
the previous periods; evaluation periods are not sufficient for model construction that would 
be methodologically valid from the point of view of mathematical statistics, Additionally, the 
results of functioning depend on influencing factors as well as measurement results. These 
problems lead to the need to resort to probabilistic estimates and the incompleteness and fuzz-
iness dataset, as well as to obtain samples of sufficient volume from low-power data. The pur-
pose of the study is to model the relationship between the volume of gross domestic product 
and the factors characterizing the functioning of the economic subsystem of the regions, un-
der the conditions of uncertainty and limited data in a given period of time. The case study is 
constructed on The Tula region dataset. The working hypothesis is that it is possible to con-
struct a methodologically correct econometric models using the dataset of a specific region 
of the Russian Federation over a certain period of time. We applied the methods of economet-
ric modeling and the methodology of Bayesian intelligent measurements, as well as the meth-
odology for generating a sufficient amount of data on small samples. For the Tula region and 
dataset for 2022, nonlinear models for the GDP by region volumes (14 sections of the NACE) 
were built. This made it possible to test the presented methodology based on a combination of 
econometric and Bayesian approaches to modeling the complex systems functioning, with con-
clusions having both theoretical and practical value for the region’s sustainable development.

Key words: gross domestic product by region; production function; socio-ecological-
economic system; model; Bayesian intellectual measurements; small sample.
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