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The article is devoted to the issues of determining analytical de­pendencies  for  variances  of  sample  characteristics  of  statistics of coefficients of asymmetry and kurtosis of typical distributions. It is shown that the values of the parameters of the exact sample distributions  of  the  coefficients  of  asymmetry  and  kurtosis are strongly  correlated  with  the  type  of  the  main  distribution of a random variable or a random process. Schemes of statistical conclusions of analytical solutions are given. Graphical solutions are  given.  Specific  dependences  and  graphs  for  the  variances of  the  statistics  of  the  coefficients  of  asymmetry  and  kurtosis of typical unimodal distributions are given.
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ВведениеВажными  вопросами  в  задачах  статистического  оценивания  являются  вопросы точности  и  надежности  определения  статистических  характеристик  по  эксперимен­тальным данным. К часто используемым в практических задачах вероятностным харак­теристикам относятся коэффициенты асимметрии и эксцесса выборочных распределе­ний.  Являясь  статистическими  оценками  их  вероятностных  аналогов,  они  могут  быть максимально информативно представлены своими точными выборочными распределе­ниями. Как правило, объемы выборочных данных, в условиях которых определяются эти оценки, являются весьма значительными. Как показано в [1, 2, 5] они должны быть свы­ше 500 элементов. В таких условиях точные выборочные распределения этих статистик аппроксимируются  нормальным  распределением.  Однако  некоторым  сложным  аспек­том применения таких выборочных распределений является необходимость определе­ния параметров этих нормальных законов, в частности дисперсий указанных статистик. В данной статье рассматриваются методологические основы решения данных вопросов и определяются аналитические зависимости и графические решения.
Аналитическое	определение	дисперсий	выборочных	распределений	статистик	

коэффициентов	асимметрии	и	эксцессаВ соответствии с теоремой об асимтотическом поведении выборочных распреде­лений функций  от  моментов  исходного  распределения  [1, 2],  которыми  являются и оценки коэффициентов асимметрии и эксцесса, в [1, 2] делается вывод о том, что вы­борочные  коэффициенты  асимметрии  и  эксцесса  при  большом  объеме  выборки  рас­пределены приближенно нормально  около  соответствующих  характеристик  совокуп­ности, из которой была сделана выборка, с дисперсиями по следующим формулам:
஺ܦ = ଺ߤଶଶߤ4 − ହߤଷߤଶߤ12 − ସߤଶଷߤ24 + ସߤଷଶߤ9 + ଷଶߤଶଶߤ35 + ଶହܰߤଶହ4ߤ36 + ܱ ቆ 1ܰଷ ଶൗ ቇ, (1)

гдеܰ – объем выборочных данных;для оценки коэффициента эксцесса (ܧ෨):
ாܦ = ଼ߤଶଶߤ − ଺ߤସߤଶߤ4 − ହߤଷߤଶଶߤ8 + ସଷߤ4 − ସଶߤଶଶߤ + ସߤଷଶߤଶߤ16 + ଶ଺ܰߤଷଶߤଶଷߤ16 + ܱ ቈ 1ܰଷ ଶൗ ቉. (2)
Поскольку предлагаемый алгоритм ориентирован на работу с большими объемами выборочных данных (более 1000 элементов), то в соответствии с выше сказанным, при­нимаем допущение о нормальном распределении выборочных коэффициентов асиммет­рии  и  эксцесса. Математическое  ожидание  для  оценок  этих  характеристик  может  быть вычислено с использованием таблиц, приведенных в [1, 3] где представлены формулы для вычисления  теоретических  значений  коэффициентов  асимметрии  и  эксцесса  типовых распределений, входящих в систему кривых К.Пирсона, а дисперсии по формулам (1), (2).Дисперсии  оценок  рассматриваемых  характеристик  могут  быть  представлены  в виде ஼ே (2'), где  ܥ – коэффициент  пропорциональности,  который  определяется  свой­
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ствами исходного распределения. Поэтому для одного и  того же объема выборочных данных дисперсия оценок ܣሚ и ܧ෨ для различных типовых распределений будет различ­ной. Вследствие этого для решения задачи построения разделяющих границ и других задач,  связанных  с  дальнейшей  разработкой  алгоритма  аппроксимации,  необходимо исследовать величину дисперсий выборочных коэффициентов асимметрии и эксцесса типовых распределений.В  [1, 2] приводятся  формулы  для  дисперсии ܣሚ и ܧ෨ нормального  распределения. Дисперсии оценок ܣሚ и ܧ෨ в этом случае зависят только от объема выборочных данных:
஺ܦ = 6(ܰ − 2)(ܰ + 1)(ܰ + 3) + ܱ ൤ 1ܰଷ൨, (3)

ாܦ = 24ܰ(ܰ − 2)(ܰ − 3)(ܰ + 1)ଶ(ܰ + 3)(ܰ + 5) + ܱ ൤ 1ܰଷ൨. (4)
Поскольку  в  систему  типовых  распределений  входят  сложные  распределения с различными значениями параметров формы, которые соответствуют определенным эталонным классамсистемы типовых распределений, то необходимо исследовать зави­симость дисперсий оценок коэффициентов асимметрии и эксцесса от параметров фор­мы сложных распределений. Для этого, в общем случае, по известной схеме получения центральных моментов,  дифференцируют  характеристическую функцию  распределе­ния в соответствии с формулой [2, 5]:

௡ᇱߙ = 1݅௡ ∙ ݀௡ܹ(ܷ)݀௡ܷ ฬܷ = 0, (5)
получая  начальные  моменты  распределения ௡ᇱߙ ,  и  переходят  от  них  к  соответствую­щим центральным моментам с использованием формулы [1, 2]:

௡ߤ = ෍(−1)௄ ቀ݊ܭቁ ௡ି௄ᇱߙ ଵᇱߙ) )௄௡
௄ୀ଴ . (6)

Затем, подставляя полученные значения моментов в (1), (2), можно получить вы­ражения для дисперсии выборочных характеристик асимметрии и  эксцесса в  зависи­мости от параметров формы распределений.В  случае  гамма­распределения,  распределения  Вейбулла,  логарифмически­нормального  распределения  известны  формулы  для  вычисления  центральных  илиначальных ߙ௡ᇱ моментов этих распределений в зависимости от параметров формы. Они имеют следующий вид:
– для гамма­распределения [77]:ߤ௡ = (݊ − ௡ିଵߤ)(1 + ;(௡ିଶߤܭ (7)
– для распределения Вейбулла [73]:ߙ௡ᇱ = Г ቀ1 + тܭቁ ; (8)
– для логарифмически­нормального распределения [2, 6]:
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௡ߙ = ߱௡మߩ௡, (9)
߱ = ݌ݔ݁ ൬12ܭଶ൰, (9')
ߩ = ݔ݁ .(ܭܯ−)݌ (9'')Подставляя  выражения для центральных моментов,  вычисленных  с  использова­нием формул (7), (9), в общие формулы для вычислений дисперсий оценок коэффици­ентов асимметрии и эксцесса (1), (2), получаем окончательные выражения для диспер­сий этих выборочных характеристик в зависимости от параметров формы:

– для гамма­распределения:
஺ܦ = ଶܭ6 + ܭ36 + ଶܰܭ30 , (10)

ாܦ = ଷܭ24 + ଶܭ1008 + ܭ4008 + ଷܰܭ3024 ; (11)
– для логарифмически­нормального распределения:
஺ܦ = ቊ(߱ଷ଴ − 6߱ଶ଴ + 15߱ଵଶ − 20߱଺ + 15߱ଶ − 5) ∙ (߱ଶ − 1)ିଷ− −3(߱ଶ + 2)(߱ଶ଴ − 5߱ଵଶ + 10߱଺ − 10߱ଶ + 4)(߱ଶ − 1)ିଶ− (଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3) ቈ6 − 9(߱ଶ + 2)ଶ(߱ଶ − 1)4 ቉+ 35(߱ଶ − 1)(߱ଶ + 2)ଶ4 + 9ቋ /ܰ ;

(12)
ாܦ = {[(߱ହ଺ − 8߱ସଶ + 28߱ଷ଴ − 56߱ଶ଴ + 70߱ଵଶ − 56߱଺ + 28߱ଶ − 7)− 4(଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3)(߱ଷ଴ − 6߱ଶ଴ + 15߱ଵଶ − 20߱଺ + 15߱ଶ− 5)](߱ଶ − 1)ିସ− 8(߱ଶ + 2)(߱ଶ଴ − 5߱ଵଶ + 10߱଺ − 10߱ଶ + 4)(߱ଶ − 1)ିଶ+ (଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3)[4(଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3)ଶ− (଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3)+ 16(߱ଶ − 1)(߱ଶ + 2)ଶ(଼߱ + 2߱଺ + 3߱ସ − 3)] + 16(߱ଶ− 1)(߱ଶ + 2)ଶ}/ܰ.

(13)
Для бета­распределения известна его характеристическая функция [4]:

௫ܹ(ܷ) = 1 + 1ܭ)1ܭ + (2ܭ ܷ݅ + 12! 1ܭ)1ܭ + 1ܭ)(1 + 1ܭ)(2ܭ + 2ܭ + 1) ܷ݅ଶ + ⋯ (14)
В соответствии с ней начальные моменты могут быть определены по следующей формуле:

௡ᇱߙ = 1ܭ) + ݊ − 1)! 1ܭ) + 2ܭ − 1ܭ)!(1 − 1)! 1ܭ) + 2ܭ + ݊ − 1)!. (15)
Центральные  моменты  могут  быть  определены  в  зависимости  от  параметров формы распределения:
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௡ߤ = (݊ − 1ܭ2ܭ(1 ෍ (−1)௄ߙ௡ି௄ିଵᇱ ଵᇱߙ) )௄ܥ௡ିଶ௄1ܭ + ݊ − ܭ − 1௡ିଶ
௄ୀ଴ . (16)

Для  определения  дисперсий  оценок ܣሚ и ܧ෨ сложных  типовых  распределений  со­ставлена программа.По результатам решения с использованием этой программы при объеме выборки ܰ = 7000 и  диапазонах  изменения  параметров  формы:  для  гамма­распределения от 1,5 до 9; для распределения Вейбулла от 1,5 до 6; для логарифмически­нормального распределения от 0,1 до 0,6; для бета­распределения от 1ܭ = 1,5 = 2ܭ до 1ܭ = 2ܭ = 9построены графики рис 1, 2, 3.

Г – гамма распределение;В – распределение Вейбулла;Л – логарифмически нормальное распределение
Рис.	1. Зависимость дисперсии оценок коэффициентов асимметрии D (A)и эксцесса D (E)	сложных распределений от параметров формыВ связи с тем, что простые распределения являются частными случаями сложных с определенными значениями параметров формы, то с учетом формулы (2), и с исполь­зование  указанной  программы можно  определить  дисперсии  оценок ܣሚ и ܧ෨ этих  про­стых распределений. Для простых распределений они равны:

– для равномерного распределения:
஺ܦ = 2,24ܰ , (17)
ாܦ = 2,8ܰ ; (18)
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– для распределения Симпсона:
஺ܦ = 2,75ܰ , (19)
ாܦ = 4,41ܰ ; (20)

– для распределения Рэлея:
஺ܦ = 7,2ܰ, (21)
ாܦ = 84ܰ ; (22)

– для экспоненциального распределения:
஺ܦ = 72ܰ, (23)

ாܦ = 8048ܰ . (24)

Рис.	2. Зависимость дисперсии оценки коэффициента асимметрии бета­распределения от параметров K1, K2
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Из анализа выражений (17)– (24) видно, что при постоянном объеме выборочных данных ܰ, максимальными по величине среди всех простых распределений будут дис­персии оценок ܣሚ и ܧ෨ экспоненциального распределения.По графикам рис. 3 можно сделать общий вывод, что с увеличением степени асиммет­ричности  и  островершинности  кривой  распределения  дисперсия  оценок  коэффициентов асимметрии и эксцесса увеличивается. Причем, дисперсия оценок коэффициента эксцесса при тех же значениях параметров формы ܭ каждого сложного распределения и при том же объеме выборки примерно на порядок больше, чем дисперсия коэффициента асимметрии.С  увеличением  параметра формы  гамма­распределения  дисперсия  оценки  коэффициента асимметрии  изменяется  от  0,0102 при ܭ = 1,  что  соответствует  экспоненциальному рас­пределению  (до  0,00148)  при ܭ = 9;  дисперсия  оценки  коэффициента  эксцесса  от  1,152 (при ܭ = 1) до 0,0270 (при ܭ = 9). Сравнивая значения дисперсий оценок ܣሚ и ܧ෨ при ܭ = 9для гамма­распределения с соответствующими значениями для нормального распределе­ния, полученными с использованием формул (3), (4) при том же объеме выборки ܰ = 7000, и учитывая, что при этом значении параметра формы гамма­распределения близко к нор­мальному,  видим,  что  дисперсии  оценок,  соответствующих  характеристик  близки (ܦ஺норм. = 0,0008; .ாнормܦ = 0,00342).  Однако,  в  силу  большей  симметрии  нормального распределения и его меньшему ܦ ,ܧ஺ и ܦா этого распределения остаются меньшими, чем для  гамма­распределения  с  ܭ = 9.  С  уменьшением  параметра  формы  (с  приближением кривой  распределения  к  нормальной)  дисперсия  оценок  ሚܣ и  ෨ܧ логарифмически­нормального распределения уменьшается и стремится к значениям ܦ஺ и ܦா нормального распределения.  Так  при  ܭ = 0,1 ஺ܦ = 0,00142, ாܦ = 0,0075.  При  увеличении  параметра формы от ܭ = 1 до ܭ = 4 для распределения Вейбулла дисперсия оценок ෩ܣ и ܧ෨ уменьша­ется, при дальнейшем увеличении параметра формы, в  соответствии с удалением формы кривой  от  нормального  вида,  дисперсия  оценок ෩ܣ и  ෨ܧ растет.  Для  бета­распределения в  частном  случае  равномерного  распределения  с  1ܭ = 2ܭ = 1 дисперсия  оценок ෩ܣ и   ෨меньше, чем дисперсия этих оценок для нормального распределения, что соответствует то­му факту, что при равной степени симметричности кривых этих распределений коэффици­ентܧ эксцесса  меньше  для  равномерного  распределения  .஺рܦ) = 0,00020, .ாрܦ = 0,00049). В  целом  для  бета­распределения  сохраняется  общая  тенденция  в  увеличении  дисперсии оценок ෩ܣ и  ෨ܧ с  увеличением  степени  асимметричности  и  островершинности  кривой  по сравнению с нормальным распределением. Экспериментально величины дисперсий выбо­рочных коэффициентов асимметрии и эксцесса при конечных объемах выборки были ис­следованы методом статистического моделирования В качестве исходного распределения было взято экспоненциальное распределение, так как оно обладает одним из самых боль­ших значений ܣ и ܧ. Для моделирования использовался датчик псевдослучайных чисел, ра­ботающий по алгоритму, предложенному в [6]:
௜ݔ = ݈݊(ܴ௜)2 , (25)

где ௜ݔ – значение СВ, имеющий экспоненциальный закон распределения;ܴ௜ – значение равномерно распределенной СВ.Графические  решения  иллюстрируют  достаточно  хорошую  близость  теоретиче­ских  и  экспериментальных  значений  дисперсий  оценок  коэффициентов  асимметрии и эксцесса уже при ܰ ⩾ 750. Различие между теоретическими и экспериментальными значениями можно объяснить конечностью объема выборки ܯ.



МЯГКИЕ	ИЗМЕРЕНИЯ	И	ВЫЧИСЛЕНИЯ Том	68(2),	Номер	7­2,	Июль 2023

21

Рис.	3. Зависимость дисперсии оценки коэффициента эксцесса бета­распределения от параметров формы K1, K2Учитывая (2'), для определения дисперсий оценок  ෩ܣ и ܧ෨ типовых распределений можно использовать графики рис. 1–3 при любом объеме выборочных данных ܰ ⩾ 750,пользуясь пересчетными формулами:
– для дисперсии оценки коэффициента асимметрии:

஺ܦ = АГܦ ∙ 7000ܰ ; (26)
– для дисперсии оценки коэффициента эксцесса:

ாܦ = ாГܦ ∙ 7000ܰ , (27)
где ,஺Гܦ ாГܦ – значения дисперсий  ෩ܣ и ܧ෨ типового распределения  снятые  с  графиков, построенных для ܰ = 7000.

ЗаключениеРезультаты  исследования  величин  дисперсий  оценок  коэффициентов  асиммет­рии  и  эксцесса  аппроксимирующих  распределений,  дают  возможность  определения точных выборочных распределений коэффициентов асимметрии и эксцесса при реше­нии многих статистических задач.
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