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ВведениеКак  известно  из  теоретических  положений  теории  вероятности и математической статистики, закон распределения является самой полной характеристикой случайных ве­личин или случайных процессов. Самой удобной формой представления занов распреде­лений является выражение их через аналитические зависимости, так называемых, типо­вых распределений, которые входят в известную систему кривых К. Пирсона [1].Распределения этой системы делятся на три группы:

– простые распределения (нормальное, равномерное, треугольное, Рэлея, экспо­ненциальное);
– однопараметрические  распределения  (гамма­распределение,  логнормальное,  Вей­булла);
– двухпараметрические распределения (бета­распределение, U­образное распре­деление Джонсона, J­образное распределение Джонсона).Сложными  методологическими  и  практическими  вопросами  являются  вопросы определения этих аналитических зависимостей по экспериментальным данным стати­стических выборок. Статья посвящена решению этих вопросов.
1.	Постановка	задачи	аппроксимации	ПВ	типовыми	распределениямиПри определении значений ПВ, СВ, СЭСП методом дискретных выборок возникает два вида погрешностей [4–6]:

– погрешность  смещения  оценки ПВ  относительно  ее  теоретического  значения на уровне анализа x;
– дисперсия оценки плотности вероятности.Появление погрешности смещения вызвано конечной шириной интервала значе­ний СВ или СЭСП, соответствующему ряду гистограммы. Этот интервал иначе называ­ют дифференциальным коридором. В общем случае при конечной ширине дифферен­циального  коридора  даже  при  бесконечно  большом  объеме  выборочных  данных,  ис­пользуемых  для  получения  оценки  плотности  вероятности,  ордината,  соответствую­щая  ступени  гистограммы, не равна ординате кривой ПВ,  соответствующей  середине интервала  значений.  В  соответствии  с  этим  возникает  смещение  ординаты  ПВ на уровне ݔ, равном середине соответствующего дифференциального коридора. Вели­чина погрешности смещения при этом может быть записана следующим образом [4, 5]:

ܩ = (ݔ)݂∆ = ݔ∆1 න (ݔ)݂ ݔ݀ − (ݔ)݂ .௫ା∆௫ଶ
௫ି∆௫ଶ

(1)
Относительная погрешность смещения для каждого уровня анализа может быть вычислена по формуле:

ᇱߛ = (ݔ)݂ܩ . (2)
При  разложении  выражения  (2)  в  ряд  Тейлора  в  окрестности  точки  ݔ и  учете только первых трех членов  этого ряда, формула для определения относительной по­грешности смещения приводится к виду [4, 5]:
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ᇱߛ = ଶ24(ݔ∆) ∙ |݂ᇱᇱ(ݔ)|݂(ݔ) . (3)
Из (1),  (3) видно, что величина абсолютной и относительной погрешностей сме­щения зависит от уровня анализа ݔ. Поэтому этими формулами пользоваться при вы­боре ширины дифференциального коридора ∆ݔ неудобно. Если величину погрешности смещения рассматривать в долях максимального значения ПА, которое соответствует уровню анализа ݔм, равному моде распределения, можно записать:ߛ = ଶ24ݔ∆ |݂ᇱᇱ(ݔ)|݂(ݔм) . (4)
Тогда, если при заданных допустимых величинах ܩд и ߛд выбирать ∆ݔ для уровня, соответствующего максимальному значению второй производной функции ПВ  ௠݂௔௫ᇱᇱ ݔ то, очевидно, смещение оценки ПВ в остальном диапазоне изменения ,(ݔ) будет меньше смещения  соответствующего ܩд и ߛд.  следовательно, ширину дифференциального  ко­ридора ∆ݔ можно вычислять по формуле:

ݔ∆ = ඨ݂(ݔм) ∙ дߛ ∙ 24| ௠݂௔௫ᇱᇱ |(ݔ) . (5)
Должны  быть  исследованы  погрешности  оценивания  типовых  распределений, входящих в САР, для определения уровня анализа ݔ, соответствующего максимальной величине второй производной ПВ, можно воспользоваться результатами исследования и переписать (5) в виде:

ݔ∆ = ඨ݂(ݔм) ∙ дߛ ∙ |(мݔ)௙|݂ᇱᇱܭ24 , (6)
где ௙ܭ – коэффициент  пропорциональности  между  максимальным  значением  второй производной и значением второй производной в точке моды.Конкретные значения коэффициента ܭ௙ для сложных распределений САР с опре­деленными значениями параметров формы можно получить, используя графики рис. 1, приведенные в работе [3].Дисперсия оценки ПВ обусловлена конечностью объема выборочных данных, ис­пользуемых для оценивания. Ее относительная величина для каждого уровня анализа может быть записана следующим образом в общем виде [4, 5, 7]:ߜଶ = ଵே௙(௫)∆௫ − ଵே. (7)Для больших объемов выборки для максимального значения функции ПВ:

ଶߜ = ݔ∆(мݔ)1݂ܰ . (8)
Как видно из сравнения (4) и (8), погрешность смещения и дисперсии противопо­ложным образом зависят от величины дифференциального коридора. Поэтому умень­
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шение  погрешности  смещения  при  оценивании  ПВ  путем  уменьшения  величины  дଶߜ приводит к увеличению погрешности за счет дисперсии оценки ПВ [4, 5].Задаваясь допустимой величиной относительной дисперсииݔ∆ в соответствии с (8), по­лучаем формулу для вычисления объема выборочных данных, при котором для всех уровней анализа ݔ величина дисперсии оценки ПВ ܦПВ будет меньше или равной ܦПВд допустимой:ܰ = ଵ௙(௫м)∆௫ఋдమ . (9)Количество  разрядов  гистограммы,  соответствующее  определенному  значению ∆ݔ, может быть вычислено по следующей формуле [4, 5]:݊ = ܶܰܧ ቂ௫೘ೌೣି௫೘೔೙∆௫ ቃ + 1, (10)где [∙]ܶܰܧ – целая часть числа;ݔ௠௔௫, ௠௜௡ݔ – максимальное и минимальное значение ݔ, связанные формулой:ܨ(ݔ௠௔௫) − (௠௜௡ݔ)ܨ = 0,997. (10')Пользуясь формулами (6), (8), (10), определим теперь величину дифференциаль­ного коридора, число разрядов гистограммы в зависимости от требуемой погрешности смещения оценки ПВ и величину относительной дисперсии оценки ПВ при различном числе дифференциальных коридоров (для ܰ = 1000) при оценивании ПВ типовых ап­проксимирующих распределений.Подставляя  в  (6)  выражения,  соответствующие  аналитической  записи  функции ПВ аппроксимирующих типовых распределений, и выражения их вторых производных в точке моды, окончательно получаем вид формул для вычисления необходимой вели­чины  дифференциального  коридора,  чтобы  погрешность  смещения  оценки  ПВ  этих распределений  была  меньше  или  равной  допустимой.  Подставляя  затем  найденные выражения в (10), получаем формулы для определения ݊ в зависимости от ߛд:
ݔ∆ = ටߛд ∙ 24 ∙ ,௫ଶߜ (11)

где —௫ߜ среднеквадратичное отклонение случайной величины ݔ.
݊ = ܶܰܧ ቈ 6ඥߛд ∙ 24቉ + 1. (11')

Формула для определения величины относительной дисперсии оценки ПВ в соот­ветствии  с  (8)  при  уровне  анализа,  равном  моде  распределения,  и  в  зависимости от числа дифференциальных коридоров ݊:
ଶߜ = 0,417 ∙ ݊ܰ . (12)

– для равномерного распределения:погрешность смещения оценки ПВ равна нулюߜଶ = ݊ܰ . (13)
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– для распределения Симпсона:погрешность смещения равна нулюߜଶ = 2݊ܰ . (14)
– для распределения Рэлея:коэффициент пропорциональности ܭ௙=1,2

ݔ∆ = ටߛд ∙ 22,7 ∙ ௫ଶߪ ; (15)
݊ = ܶܰܧ ቈ 6ඥߛд ∙ 22,7቉ + 1; (15')

ଶߜ = 0,412 ∙ ݊ܰ . (16)
– для экспоненциального распределения:коэффициент пропорциональности ܭ௙=1

ݔ∆ = ටߛд ∙ 24 ∙ ;௫ଶߪ (17)
݊ = ܶܰܧ ൤ ଺ඥఊд∙ଶଶ,଻൨ + 1; (17')

ଶߜ = ଴,ଵ଺଻∙௡ே . (18)
2.	Оценка	аналитических	решений	для	простых	распределенийПроводя сравнение выражений, соответствующих величинам дифференциальных коридоров,  для  различных  простых  аппроксимирующих  распределений  можно  отме­тить, что при одинаковой дисперсии значений СВ или СЭСП минимальный дифферен­циальный коридор  (максимальное  число  уровней  анализа)  для  достижения  одинако­вой  величины   ,дߛ необходим  для  распределения  Рэлея.  Однако  в  общем  количество разрядов,  необходимое  для  сохранения  величины погрешности  смещения  оценки ПВ в  допустимых  пределах  для  всех  простых  распределений  примерно  одинаковое, (например, для ߛд=0,1, ݊=5). Относительная ߜдଶ дисперсия оценок ПВ при ܰ=1000 при­мерно на два порядка меньше, чем относительная погрешность смещения для каждого из простых распределений с ߛд ≠ 0.  С максимальной относительной погрешностью за счет дисперсии оценки ПВ при фиксированном объеме выборочных данных ܰ оцени­ваются значения ПВ равновероятного распределения, обладающего при прочих равных условиях  минимальной погрешностью  смещения  среди  всех  простых  эталонных  ап­проксимирующих распределений. Таким  образом,  на  основании  проведенного  анализа  можно  заключить,  что  для оценивания ПВ простых типовых аппроксимирующих распределений, входящих в САР, достаточно  5  разрядов  гистограммы  при  дߛ ⩾ 0,1,  что  соответствует  трем  двоичным разрядам  ПНК.  Причем,  общая  погрешность  оценивания  при  числе  разрядов  гисто­граммы, меньшем 6 и ܰ ⩾ 4000 определяется погрешность смещения.
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Производя  преобразования,  аналогичные  случаю  с  простыми  типовыми  распре­делениями,  получены  следующие  формулы  для  вычисления  значений   ,ݔ∆ ݊,  ଶߜ для сложных типовых аппроксимирующих распределений:
– для гамма­распределения:

ݔ∆ = ඨ24 ∙ дߛ ∙ ܭ) − ௙ܭ(1 ∗ ݈; ܭ) > 1) (19)
݊ = ܶܰܧ ቎7ඨ ܭ ∙ ௙24ܭ ∙ дߛ ∙ ܭ) − 1)቏ + 1; ܭ) > 1) (19')
ଶߜ = ݊ ∙ Г(ܭ)ܰ ∙ ܭ√7 ∙ ܭ) − 1)௄ିଵ݈ି(௄ିଵ) ; ܭ) > 1) (20)

Н – нормальное распределение.Р – равномерное распределение.С – распределение Симпсона.Рэл – распределение Рэлея.Э – экспоненциальное распределе­ние.

Рис.	1. Зависимость объема выборки от количества разрядов гистограммы при δ 2д= 0.01
3.	Оценка	аналитических	решений	параметрических	распределенийАналитические  выражения  для  параметров  алгоритмов,  аналогичные  тем,  что приведены выше для простых распределений в этом разделе приводятся для сложных распределений, обладающих параметрами формы.Они имеют следующий вид:

– для распределения Вейбулла:
ݔ∆ = ቎ඨ24 ∙ дߛ ∙ ܭ) − ௙ܭ(1 ∙ ܭ ቏ ൬ ܭܭ − 1൰ଵ ௄ൗ ܭ) − 1) ∗ ݈; ܭ) > 1) (21)
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݊ = ܶܰܧ ⎩⎪⎨
⎪⎧6 ⎣⎢⎢

⎢⎡൬ ܭܭ − 1൰ଵ ௄ൗ ܭ) − 1)ඩ൜Г ቀ2ܭ + 1ቁ − ቂГ ቀ1ܭ + 1ቁቃଶൠ ∙ ܭ ∙ ௙24ܭ ∙ дߛ ∙ ܭ) − 1) ⎦⎥⎥
⎥⎤
⎭⎪⎬
⎪⎫ + 1; ܭ) > 1) (21')

ଶߜ = ݊ ∙ ݌ݔ݁ ቀܭ − ܭ1 ቁ
ܰ ∙ 6ඨ൜Г ቀ2ܭ + 1ቁ − ቂГ ቀ1ܭ + 1ቁቃଶൠ ∙ ܭ ቀܭ − ܭ1 ቁ௄ିଵ ௄ൗ ; ܭ) > 1) (22)

– для логарифмически­нормального распределения:
ݔ∆ = ௄మ݈ܭ ඨ24 ∙ ௙ܭдߛ ; (23)

݊ = ܶܰܧ ቎7 ∙ ݈௄మܭ ඨ݈௄మ൫݈௄మ − 1൯ ∙ ௙24ܭ ∙ дߛ ቏ + 1; (23')
ଶߜ = ݊ ∙ ܰܭ ∙ 6 ∙ ݈௄మ ඨ ൫݈௄మߨ2 − 1൯ ; (24)

– для бета­распределения:
ݔ∆ = ඨ24 ∙ дߛ ∙ ଵܭ) − ଶܭ)(1 − ଵܭ)(1 + ଶܭ − 2)ଷܭ௙ ∙ 1Мଶ − Мଵ ; (25)
݊ = ܶܰܧ ቎ඨ ଵܭ) + ଶܭ − 2) ∙ 3 ∙ ௙24ܭ ∙ дߛ ∙ ଵܭ) − ଶܭ)(1 − 1)቏ + 1; (25')

– для приближенных вычислений:
ଶߜ = ݊ ∙ Г(ܭଵ)Г(ܭଶ)(ܭଵ + ଶܭ − 2)(௄భା௄మିଶ)ܰ ∙ Г(ܭଵ + ଵܭ)(ଶܭ − 1)௄భିଵ(ܭଶ − 1)(௄మିଵ). (26)

Результаты вычислений значений ݊ в зависимости от ߛд и ߜଶ от ݊ и в зависимости от значений параметров формы представлены в [3].Графики рис. 2 иллюстрируют зависимость объема выборки ܰ от значения парамет­ров формы ܭ при ݊=10, ߜдଶ=0,01. При других значениях ݊ и ߜдଶ, должны быть использованы пересчетные формулы (см. рис. 2). Анализ формул (19) – (26) и результатов перечислен­ных таблиц свидетельствуют о том, что погрешности оценивания ПВ для сложных типо­вых аппроксимирующих распределений зависят от значений параметров формы распре­делений. Кроме того, для всех  этих распределений  с увеличением симметричности кри­вой,  с  приближением  ее формы к форме нормального распределения погрешности  сме­
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щения оценки ПВ уменьшаются, погрешности за счет дисперсии оценки увеличиваются и значения их приближаются к соответствующим значениям нормального распределения. Относительная величина погрешности за счет дисперсии оценки при ܰ ⩾ 1000 и ݊ ⩽ 30 много меньше,  чем  относительная  величина  погрешности  за  счет  смещения  оценки ПВ (примерно на 1–2 порядка). Поэтому, можно сделать вывод: так как основной вклад в об­щий  уровень  ошибок  оценивания  ПВ  сложных  типовых  распределений  при  ܰ ⩾ 4000 и ݊ < 5 вносят ошибки, вызванные смещением оценки ПВ, то на величину последней мож­но ориентироваться при определении этих в случаях погрешности оценивания ПВ. В це­лом,  для  оценивания  ПВ  сложных  распределений  в  диапазоне  изменения  параметров формы с ߛд ⩾ 0,1 достаточно 14 разрядов гистограммы.

Рис.	2. Зависимость объема выборки от параметра формы сложных аппроксимирующих распределений при ng= 10, δg2 = 0,01При выбранном методе оценивания ПВ требуемое количество разрядов гистограм­мы определяет необходимое количество разрядов преобразователя напряжения, которым первоначально  представлена  СВ  или  СЭСП,  в  цифровой  код  для  обеспечения  заданной точности оценивания ПВ,  а вместе  с  этим и,  точности проведения этапа проверки адек­ватности гипотез о виде ПВ. Ориентируясь на максимально необходимое число разрядов гистограммы для соблюдения заданной точности оценивания ПВ для системы аппрокси­мирующих  распределений  в  установленном  диапазоне  изменении  параметров  формы, можно сделать вывод, что наибольшее число разрядов ПНК, включая и знаковый, необхо­
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димое для обеспечения точности оценки ПВ с ߛд ⩾ дܩ ,0,1 ⩾ (мݔ)0,1݂ равно 5. Выбор числа разрядов гистограммы для оценивания определенного распределения с требуемой точно­стью может быть произведен с использованием соответствующих формул в зависимости от значений ߛд, ߜдଶ и параметров формы для сложных распределений. Таким образом, вы­бирается необходимое число разрядов гистограммы в соответствии с заданной точностью оценивания (заданной допустимой величиной относительной ошибки смещения оценки) могут быть также рекомендованы для использования при выборе необходимого количе­ства разрядов гистограммы для оценивания ПВ указанных типовых распределений или проверки их по критерию согласия χ2.
ЗаключениеВ статье определены аналитические зависимости для погрешностей при опреде­лении типа распределений. Тип распределений выражается в виде плотностей вероят­ностей унимодальных законов распределений системы К. Пирсона.Полученные  аналитические  зависимости  могут  применятьсяпри  вероятностно­статистической обработке экспериментальных данных, а также в эконометрических зада­чах для определения необходимых объемов выборочных данных и обеспечения требуе­мой точности идентификации и аппроксимации этих законов распределений. Приведены конкретные аналитические зависимости и графики для определения таких законов рас­пределений как простые законы (нормальное, равномерное, треугольное) распределения вероятностей, однопараметрических законов (гамма­распределения, логнормальное рас­пределение, распределение Вейбулла), двухпараметрического бета­распределения.

Список	источников[1] Кендалл	М.Дж.,	Стьюарт	А. Теория распределений. М.: Наука, 1966. 587 с.[2] Кендалл	М.Дж.,	Стьюарт	А. Статистические выводы и связи. М.: Наука, 1974. 899 с.[3] Прокопчина	С.В. Байесовские интеллектуальные технологии в задачах моделиро­вания  законов  распределения  в  условиях  неопределенности.  М.: Издательский дом "НАУЧНАЯ БИБЛИОТЕКА", 2020. 292 с.[4] Корн	 Г.А. Справочник  по  математике  для  научных  работников  и  инженеров.  М.:Наука, 1974. 831 с.[5] Крамер	Г.Математические методы статистики. М.: Мир. 1975. 647 с.[6] Бендат	Дж.,	Пирсон	А.Измерение и анализ случайных процессов. М.: Мир, 1974. 463 с.
Referances[1] Kendall	M.J.,	Stewart	A. Theory of distributions. M.: Nauka, 1966. 587 p.[2] Kendall	M.J.,	Stewart	A. Statistical conclusions and connections. M.: Nauka, 1974. 899 p.[3] Prokopchina	S.V. Bayesian intelligent technologies in problems of modeling distribution laws under uncertainty. M.: Publishing House "SCIENTIFIC LIBRARY", 2020. 292 р.[4] Korn	G.A. Handbook of Mathematics for scientists and engineers. M.: Nauka, 1974. 831 p.[5] Kramer	G.Mathematical methods of statistics. M.: Mir, 1975. 647 p.[6] Bendat	J.,	Pearson	A.Measurement and analysis of random processes. M.: Mir, 1974, 463 p.

Статья поступила в редакцию 17.07.2023;  одобрена после рецензирования24.07.2023; принята к публикации 24.07.2023.The article was submitted 17.07.2023; approved after reviewing 24.07.2023; acceptedfor publication 24.07.2023.


