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Необходимый объем выборочных данных 
для создания шкалы с динамическими 
ограничениями на этапе построения раз-

деляющих границ реперов можно определить, 
используя аппарат теории статистической про-
верки гипотез. Основными понятиями этой тео-
рии являются понятия ошибок 1(α) и 2(β) рода, 
которые определяют соответствие вероятности 
отклонения гипотезы в случае ее справедливости 
и принятия, когда она не верна. Нулевая гипоте-
за – это гипотеза, адекватность которой проверя-

ется, а все другие гипотезы, которые могут иметь 
место при данных условиях, являются альтерна-
тивными. Для конкретизации решений рассмот
рим пример определения объема выборочных 
данных при построении двумерной шкалы с ди-
намическим ограничениями при измерении пока-
зателей асимметрии и эксцесса по выборочным 
данным, приведенный в [1]. 

Пусть Hi – нулевая гипотеза о виде плотно-
сти вероятности исследуемого процесса, которой 
соответствуют теоретические значения коэф-
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фициентов асимметрии Ai и эксцесса Ei . Тогда 
все остальные эталонные распределения будут 
альтернативными по отношения к Hi . Учитывая 
зависимость признаков коэффициентов асим-
метрии и эксцесса, выражение для ошибки 1-го 
рода можно записать в виде:

αi = αAi · αEi /Ai  ,                                                     (1)
которое при нормальном распределении выбо-
рочных коэффициентов асимметрии и эксцесса 
для больших объемов выборки имеет вид:

–	 для ошибки первого рода при различении 
значений коэффициентов асимметрии:

(2)
	

–	 для ошибки первого рода при различении 
значений коэффициентов эксцесса при ус-
ловии A = Ai :

(3)

	
В формулах (2), (3) f(∙) – плотность вероятно-

сти нормального распределения с параметрами 
Ai, σÃi ; Ei , σẼi , xi , xi+1 , yi , yi+1 – значения разделяю-
щих границ области, соответствующей Hi-й нуле-
вой гипотезе (см. рис. 1).

Аналогичным образом записываются выра-
жения для ошибок второго рода:

–	 при различении гипотез для Hi-й нулевой 
гипотезы:

βi = βAi ∙ βEi/Ai ;				    (4)
–	 при различении значений коэффициентов 

асимметрии:

(5)

	

где	 n1 – общее количество гипотез с различными 
значениями асимметрии;
–	 при различении значений коэффициентов 

эксцесса при условии A = Ai :

(6)

	
где	 n2 – количество эталонных гипотез с асимме-

трией, равной Ai .
Существует тесная связь ошибки второго 

рода с мощностью критерия (    ), которая может 
быть записана в виде :

      =1 – β.                                                         (7) 
Мощность критерия      отражает величину 

вероятности отклонения неверной альтернатив-
ной гипотезы при определенной нулевой гипоте-
зе. По аналогии с (1), (4) можно записать:

Д i =  ДAi ∙ Д Ei/Ai ;				    (8)
–	 мощность различения значений коэффи-

циентов асимметрии:

(9)

–	 мощность различения значений коэффи-
циентов эксцесса при условии A = Ai :

(10)

	
Определим необходимый объем выборочных 

данных для обеспечения требуемой мощности 
различения значений асимметрии   ДAi и эксцес-
са      Ei для Hi-й нулевой гипотезы. Пусть      Si 
определяет требуемую величину мощности раз-
личения для i-го признака (S = 1 при A, S = 2 при 
E). С учетом нормального распределения призна-
ков в соответствии с (7) можно записать:

 Дsi = 1 – βSi = F(μi ; mi , σi ) ,	            (11)
где F(∙) – интегральная функция нормального зако-
на распределения с параметрами mi , σi , определяе-
мыми соответствующими значениями выборочно-
го распределения оценки i-го признака при нулевой 
гипотезе Hi . Если принять с целью упрощения 
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дальнейшего вывода, что наиболее существенные 
вклады в уровень ошибки 2 рода вносят близле-
жащие альтернативы Hi–1 , Hi+1 (рис. 1) и их вклады 
примерно равны, то из (11) можно записать:

| qiS – m(i+1)S |
	 σ(i+1)S        = μ1Si ,			              (12)

где	 величина μ1Si = F–1 (μ1Si ) является аргументом 
функции F(∙).
С учетом (5), (6) и сделанного допущения 

о величинах вкладов альтернативных гипотез 
в уровень ошибки 2-го рода:

Fi (μ1Si ) = 1/2 F ( μSi , mi , σi ).		             (13)     

Рис. 1. Вероятности ошибок 1 и 2 рода на этапе выдвижения гипотезы о виде ПВ
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В (12) qiS – значение i-й разделяющей грани-
цы i-го признака. Допущение оказывается тем 
более справедливым, чем ближе априорное рас-
пределение вероятностей появления близлежа-
щих альтернативных гипотез к равновероятному 
и чем меньше различия в величинах дисперсий 
признаков, соответствующих этим гипотезам.

В связи с тем, что  среднеквадратические от-
клонения оценок признаков обратно пропорцио-
нальны корню квадратному из объема выборки, 
можно записать:

σSi =
    KSi

	    √ NSi  
.			               (14)   

В формуле (14) примем KSi , NSi – коэффици-
ент пропорциональности и необходимый объем 
выборочных данных для обеспечения требуемой 
мощности различения для 1-го признака и при 
Hi-й нулевой гипотезе.

Подставляя в (12) формулу для значений раз-
деляющих границ (5) или (6) и учитывая (14), по-
лучаем уравнение:

ax2 + bx +c = 0,			               (15)

где	 x =√ NSi  и коэффициенты которого равны:

(16)

При решении этого уравнения необходимый 
объем выборки NSi может быть найден по следу-
ющей формуле

(17)

Из (17) видно, что при выбранном количе-
стве эталонных классов распределений, т.е. при 
определенном расстоянии между теоретически-
ми значениями признаков, соответствующих i-му 
и i+1-му эталонным классам, и установленных 
априорных вероятностях появления Hi-й и Hi+1‑й 

эталонных гипотез, необходимый объем выбо-
рочных данных увеличивается с увеличением 
требований к мощности критерия, определяемой 
значением μ1Si . Причем, из (17) минимальному 
значению NSi будет соответствовать значение μ1Si , 
равное              . Условием существования NSi  
будет  условие неотрицательности подкоренного 
выражения в (17), т.е.

(18) 

Из (18) видно, что если значение логарифма 
принимает отрицательное значение, то ограниче-
ний на значение μ1Si не будет, т.е. уровень оши-
бок 2 рода может быть установлен сколь угодно 
большим, и в соответствии с (7) мощность сколь 
угодно малой. Таким образом, величина объема 
выборочных данных может быть уменьшена с 
уменьшением значения μ1Si , т.е. с увеличением 
допустимого уровня ошибок 2-го рода. В том 
случае, если логарифм в (18) принимает поло-
жительное значение, на минимально допусти-
мое значение накладываются ограничения сни-
зу, определяемые условием (18). В связи с этим, 
устанавливаются ограничения снизу и на величи-
ну необходимого объема выборочных данных NSi.

Перепишем формулы для вычисления значе-
ний разделяющих границ (5), (6) в общем виде 
(см. формулу (19)).

При положительном значении логарифма в 
(19) с увеличением значения μ2

1Si и соответствую-
щим увеличением NSi , значение разделяющей гра-
ницы qSi сдвигается слева направо, в соответствии 
с (19). Таким образом, задаваясь значением μ1Si , 
можно изменять значение разделяющих границ в 
соответствии с требуемой мощностью для каждых 
двух соседних классов по каждому из признаков.

Определим теперь необходимый объем выбо-
рочных данных для обеспечения требуемого уров-
ня ошибок 1-го рода. Пусть допустимый уровень 
ошибок 1-го рода равен F( μ'2Si ), F(∙) – интегральная 
функция нормального распределения; индексы 
имеют смысл, принятый для (12). Тогда, принимая 
во внимание симметричность распределения оце-
нок признаков и с учетом (3), (4) можно записать:

(19)
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αSi = 2F(μ2Si ) = F( μ'2Si ) ,                                      (20)
Откуда

μ2Si =
  | qiS – miS |

		  σiS        
.			              (21)

Подставляя в (21) выражение для вычисления 
значений разделяющих границ (5),  получаем урав-
нение вида (15) со следующими коэффициентами:

(22)
	

Формула для определения необходимого объ-
ема выборки в этом случае имеет следующий вид:

(23)

	
В этом случае в соответствии с (23) увели-

чение μ2Si (снижение уровня ошибок 1 рода) вле-
чет за собой увеличение величины необходимого 
объема выборочных данных. Минимальный объ-
ем выборочных данных соответствует величине 
μ2

1Si , равной –                    .

(24)
	
При положительном значении логарифма в 

(24) на величину μ2Si не накладывается никаких 
ограничений и задавать μ2Si можно сколь угодно 
малым. Это будет соответствовать большому уров-
ню ошибок 1-го рода и малому объему выбороч-
ных данных. Если же значение логарифма в (24) 
отрицательно, то значение (μ2Si )2

пр не может быть 
меньше удвоенного значения логарифма, взятого с 
обратным знаком. Таким образом, на минимально 
необходимый объем выборочных данных, требуе-
мый для построения разделяющих границ с задан-
ным уровнем ошибки 1-го рода, накладывается 
ограничение снизу.

При отрицательном значении логарифма в 
(19) уменьшение допустимого уровня ошибок 1-го 
рода и соответствующее этому увеличение объема 
выборочных данных NSi ведет к смещению значе-
ния разделяющей границы справа налево. Таким 
образом, увеличивая уровень ошибок 1-го рода и 
выбирая необходимый при этом объем выборки 
по (23), можно изменять положение разделяющей 
границы qSi на оси значений признаков.

Покажем теперь, что условия (24), (18) есть 
условия существования разделяющей границы qSi 
для 1-го и i+1-го репера данной двумерной шка-
лы при P(i+1)S σiS ≠ PiS σ(i+1)S.

В случае P(i+1)S σiS > PiS σ(i+1)S логарифм в (18) 
принимает положительное значение, т.е. есть 
ограничения на величину μ1Si . Принимая во вни-
мание (12) и (3) после преобразований получаем 
следующую формулу для вычисления разделяю-
щих границ по i-му признаку для -го эталонного 
класса в зависимости от мощности, определяе-
мой величиной μ1Si .

(25)
	
Из (25) видно, что условием существования 

qSi будет условие не отрицательности подкорен-
ного выражения, что совпадает с (19).

При P(i+1)S σiS < PiS σ(i+1)S логарифм в (24) при-
нимает отрицательное значение, и существует 
ограничение снизу на уровень ошибки 1-го рода. 
Тогда, учитывая (21), после преобразований полу-
чаем аналитическую зависимость для вычисления 
значений разделяющей границы qSi при минималь-
но допустимом уровне ошибки 1-го рода:

(26)
	
Тогда условие существования qSi заключает-

ся в условии неотрицательности значения подко-
ренного выражения в (26), совпадающего  с усло-
вием существования NSi (24) в этом случае.

Как уже отмечалось в настоящем параграфе, 
снижение требований к мощности критерия или 
увеличение допустимого уровня ошибок 1 рода 
ведет к уменьшению величины необходимого 
в этих случаях объема выборочных данных NSi , 
рассчитываемого по формулам (17), (23). однако, 
уменьшение μ1Si или уменьшение μ2Si может при-
вести к тому, что при прочих равных условиях, 
значение разделяющей границы сместится влево 
или вправо (см. рис. 1) настолько, что значение 
разделяющей границы будет лежать вне интерва-
ла miS + ∆miS, где ∆miS = m(i+1)S – miS . Правильное 
построение разделяющих границ классов репе-
ров шкалы заключается в таком разбиении диа-
пазона шкалы, при котором каждому классу со-
ответствует своя область. Таким образом, встает 
вопрос определения минимально необходимого 
объема выборочных данных для обеспечения 
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правильного построения разделяющих границ. 
Для этого при P(i+1)S σiS > PiS σ(i+1)S , необходимо вы-
полнение следующих двух условий: соблюдения 
условия (19) и условия того, что значение разде-
ляющей границы qSi должно лежать в диапазоне 
miS + ∆miS , т.е.

(27)
	

Выполнение равенств в (7) соответствует ми-
нимально допустимому объему выборочных дан-
ных для правильного построения разделяющих 
границ между i-м и i+1-м эталонными классами по 
-му признаку. Формулу для вычисления этого объ-
ема данных можно получить из (27), используя (2'):

(28)
	
При увеличении N > Nmin Si значение разде-

ляющей границы сдвигается внутрь интервала 
miS + ∆miS .

В случае, когда P(i+1)S σiS < PiS σ(i+1)S для обеспе-
чения правильности построения разделяющих 
границ, рассуждая аналогично первому случаю, 
можно также записать два условия:

(29)

	
Случай выполнения равенства в системе 

неравенств (29) соответствует минимально до-
пустимому объему выборочных данных, требуе-
мому для правильного построения разделяющих 
границ между 1-м и i+1-м эталонными классами 
по S-му признаку. Формула для его вычисления 
может быть найдена в результате некоторых про-
стых преобразований (29):

(30)
	
С увеличением объема выборки выше Nmin iS 

значение разделяющей границы qSi сдвигается 
вглубь интервала miS + ∆miS .

Минимально допустимый объем выборочных 
данных для правильного построения разделяю-

щих границ при выбранном количестве эталонных 
классов реперов шкалы и априорных вероятно-
стях появления эталонных гипотез находится как 
максимальный по всем признакам (коэффициент 
асимметрии и эксцесса) и среди всех классов

Nmin = max  S = 1, 2  (Nmin iS ),	             (31)
                 i = 1, … n1

Таким образом, если выбирать объем выбо-
рочных данных N1 в соответствии с условием:

N1  Nmin ,                                                                (32)
то правильность построения разделяющих гра-
ниц будет обеспечена.
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